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4Resumo
Consideramos alguns problemas envolvendo a renormalizac¸a˜o e as propriedades das
amplitudes de espalhamento em modelos de Yukawa-Higgs tanto com um campo escalar
real quanto com um campo escalar complexo, com simetrias quirais discretas ou cont´ınuas.
Nosso principal objetivo e´ a investigac¸a˜o dos efeitos da quebra de simetria quiral cont´ınua,
e das condic¸o˜es espec´ıficas para a renormalizac¸a˜o dos campos e das constantes de aco-
plamento, tanto na fase sime´trica em altas energias quanto na fase de Higgs realizada
em baixas energias. Entre os resultados obtidos, podemos destacar que a constante de
acoplamento de Yukawa, g, permanece na˜o-renormalizada na fase sime´trica. Na fase de
Higgs, entretanto, g se renormaliza a 1-loop. Isso se deve aos campos relevantes para
a descric¸a˜o da fase de Higgs terem propriedades bem diferentes dos da fase sime´trica,
e tambe´m porque a realizac¸a˜o de quebra espontaˆnea de simetria nesse caso inclui novos
termos de interac¸a˜o. Um outro resultado interessante e´ a diferenc¸a significativa observada
entre as duas fases para as amplitudes de espalhamento e as taxas de decaimento, na˜o
somente dos fe´rmions mas tambe´m dos campos escalares reais.
5Abstract
We study some problems concerning the renormalization and properties of scattering
amplitudes in Yukawa-Higgs models with either one real scalar field or a complex scalar
field, and with either discrete or continuous quiral symmetries. Our main goal is to inves-
tigate the effects of breaking the continuous quiral symmetry, and the specific conditions
for the renormalization of the fields and the coupling constants, both in the high-energy
symmetric phase and in the low-energy Higgs phase. Among the results found, we may call
attention to the non-renormalization of the Yukawa coupling g in the symmetric phase.
In the Higgs phase, however, g gets renormalized at one-loop. This is due to the fact that
the set of fields relevant for the description of the Higgs phase has very different properties
in comparison with the fields relevant for the description of the symmetric phase. Also,
the realization of the spontaneous symmetry breaking includes new interaction terms.
Another interesting result is the significant difference found for the behavior of scattering
amplitudes and decay rates in each phase, not only for fermions but also for the scalar
fields.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
As Teorias Quaˆnticas de Campos (TQCs) sa˜o o fundamento teo´rico de todos os modelos
de unificac¸a˜o das interac¸o˜es das part´ıculas elementares. Uma das principais caracter´ısticas
das TQCs e´ que elas oferecem uma descric¸a˜o consistente das transformac¸o˜es das part´ıculas
quaˆnticas: decaimentos e criac¸a˜o de novas part´ıculas durante processos de espalhamento.
Ale´m da presenc¸a obrigato´ria dos campos fermioˆnicos, dos campos de calibre e do esca-
lar de Higgs, os princ´ıpios de simetria do espac¸o-tempo (a Relatividade Restrita) e da
simetria “interna” das interac¸o˜es — simetrias de calibre locais e simetrias globais — sa˜o
ferramentas indispensa´veis na construc¸a˜o das TQCs que descrevem a micro-estrutura da
mate´ria.
O primeiro sucesso das TQCs se da´ no desenvolvimento da teoria quaˆntica do eletro-
magnetismo de Maxwell, a Eletrodinaˆmica Quaˆntica, que descreve com alta precisa˜o os
processos de interac¸a˜o entre ele´trons, po´sitrons e fo´tons. Mas o grande triunfo das TQCs
foi a confirmac¸a˜o experimental das previso˜es teo´ricas do Modelo Padra˜o da unificac¸a˜o das
interac¸o˜es forte e eletro-fraca. A TQC do Modelo Padra˜o e´ definida por um conjunto de
campos (representando as part´ıculas elementares) cujo conteu´do e´ ifnferido a partir da
simetria interna SU(3)× SU(2)× U(1) [6] [11].
Uma das principais caracter´ısticas dos processos quaˆnticos descritos em termos de uma
teoria de campos e´ a aparic¸a˜o inevita´vel de grandezas infinitas em ca´lculos de propriedades
f´ısicas perfeitamente finitas. A tecnologia matema´tica que se desenvolveu para eliminar
esses infinitos espu´rios e´ chamada de ‘renormalizac¸a˜o’ da teoria. Para uma TQC ser f´ısica,
ela deve ser, portanto, ‘renormaliza´vel’, o que nem sempre acontece e, ale´m disso, saber
se uma TQC e´ renormaliza´vel ou na˜o e´ uma tarefa nem sempre trivial. Um outro grande
sucesso na histo´ria do Modelo Padra˜o foi a demonstrac¸a˜o de que se trata realmente de um
modelo renormaliza´vel[11]. No processo de renormalizaa¸a˜o, as constantes de acoplamento,
i.e. os paraˆmetros que fixam as propriedades da teoria (como por exemplo a carga do
ele´tron na Eletrodinaˆmica Quaˆntica) assumem valores que na˜o sa˜o fixos: eles dependem
da escala de energia em que ocorre o processo que estamos analisando[1],[6],[17]. Essa
mudanc¸a nos paraˆmetros pode fazer com que as propriedades de uma teoria renormaliza´vel
mudem de forma significativa, e a teoria passe por diferentes “fases”. Esse tipo de mudanc¸a
em uma classe de TQCs espec´ıfica, chamadas de ‘Modelos de Yukawa’, sera´ o assunto
principal dessa dissertac¸a˜o.
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1.1. SOBRE A ORIGEM DAS MASSAS E A QUEBRA ESPONTAˆNEA DE SIMETRIA QUIRAL.9
No restante desta Introduc¸a˜o, faremos uma descric¸a˜o mais detalhada do problema
que vamos abordar e do modelo que usaremos. Mas, em termos gerais, essa e´ uma
dissertac¸a˜o dedicada a aspectos fundamentais da Teoria Quaˆntica de Campos envolvendo a
transic¸a˜o entre fases de uma mesma teoria. E, antes de continuar, gostar´ıamos de observar
que a descric¸a˜o das part´ıculas elementares e das interac¸o˜es fundamentais na˜o e´ a u´nica
aplicac¸a˜o relevante das TQCs. Existe uma enorme variedade de importantes propriedades
da mate´ria condensada — o magnetismo, anti-ferromagnetismo, a supercondutividade, o
efeito Hall, a f´ısica de semi-condutores, e outras tantos — ligadas a interac¸o˜es “fortes”
entre os ele´trons, e as transic¸o˜es entre as diferentes fases desses materiais sa˜o descritas
em termos das TQCs apropriadas[7].
1.1 Sobre a origem das massas e a quebra espontaˆnea
de simetria quiral.
Ale´m das regras de quantizac¸a˜o dos campos a partir das teorias cla´ssicas de campos,
temos treˆs ingredientes essenciais na construc¸a˜o de uma TQC:
1. Escolher os graus de liberdade na forma de um conjunto espec´ıfico de campos —
escalares, fe´rmions e vetores. Esses campos sa˜o caracterizados por valores espec´ıficos
de suas carater´ısticas internas (seus “nu´meros quaˆnticos”) — isospin, carga leptoˆnica
e barioˆnica, etc;
2. Escolher as interac¸o˜es entre estes campos, i.e. os potenciais de interac¸a˜o;
3. Escolher os paraˆmetros do modelo em considerac¸a˜o — as constantes de acoplamentos
e as massas dos campos.
Um dos maiores desafios da f´ısica quaˆntica das part´ıculas elementares e´ a explicac¸a˜o
da origem e a deduc¸a˜o dos valores relativos das massas das part´ıculas observadas. O
‘Mecanismo de Higgs’ e o conceito de ‘quebra espontaˆnea de simetria (QES)’[15], [16]
providenciam uma abordagem simples e bem sucedida para essa origem das massas. A
ideia principal e´ a hipo´tese de que, em um regime de altas energias, todas as part´ıculas
(quarks, le´ptons, bo´sons de calibre) teˆm massa zero. Ou seja, nesse regime, na˜o existem
termos massivos do tipo ψ¯ψ na lagrangeana do Modelo Padra˜o [14],[10],[6].
Consideremos um modelo simplificado, sem bo´sons de calibre e sem simetrias locais
de calibre, conhecido como modelo do Yukawa-Higgs. Temos apenas uma interac¸a˜o do
tipo Yukawa entre os fe´rmions e o campo complexo do Higgs φ, que e´ a u´nica part´ıcula
massiva, com massa MHiggs−UV e com potencial
Vsym(φ) =
λ
4
(
φφ¯
)2
.
A propriedade importante da fase “sime´trica” (SYM) deste modelo, que ocrre em altas
energias E >> M > 0, e´ ter um u´nico va´cuo (o mı´nimo do potencial Vsym) onde
|φ|vac = 0.
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Temos tambe´m a simetria quiral definida pelas transformac¸o˜es dos campos:
ψ → e−iγ5αψ , ψ¯ → ψ¯e−iγ5α , φ→ e2iαφ , φ¯→ e−2iαφ¯ , (1.1)
onde α e´ um paraˆmetro cont´ınuo. Essa transformac¸a˜o mante´m invariante o va´cuo e a
lagrangeana
L = iψ¯αγµ∂µψα−∂µφ∂µφ¯−M2φφ¯−
√
2
2
gψ¯α
[(
1+γ5
)
φ+
(
1−γ5
)
φ¯
]
αβ
ψβ− 1
4
λ(φφ¯)2. (1.2)
Nesta fase, conhecida como “SYM-UV”, os fe´rmions permanecem sem massa (veja cap´ıtulo
3).
A principal caracter´ıstica da segunda fase do modelo (chamada ‘fase de Higgs’) e´ a
existeˆncia de uma famı´lia de va´cuos degenerados, devido a` troca de sinal do termo massivo
M2 < 0 e, como consequeˆncia, a` mudanc¸a na forma do potencial efetivo:
VHiggs(Φ) = −|M2|φφ¯+ λ
4
(
Φ2 − v20
)2
, (1.3)
que assume o formato de um “chape´u mexicano” (veja cap´ıtulo 3) com φ = ρeipi/v0 . Neste
caso, temos um nu´mero infinito de “mı´nimos do potencial de Higgs” com ρ = v0 =
2M
sqrtλ
,
e com valores arbitra´rios do campo pi, que na˜o possui massa, e e´ chamado de ‘part´ıcula
de Goldstone’. O efeito principal e´ que o campo escalar ρ, com massa M > 0, ganha
um novo valor esperado (“VEV”) diferente de zero 〈ρ〉 = v0 [6],[16]. Assim, temos uma
quebra espontaˆnea da simetria quiral, e os fe´rmions ganham a massa mψ = gv0. Devemos
mencionar que nessa fase em que a simetria quiral, [15],[16],[10],[6]e´ quebrada mudam
tambe´m a forma das interac¸o˜es e os resultados dos processos de espalhamento e decaimento
dos fe´rmions massivos e dos campos ρ e φ. O conjunto desses efeitos, que sa˜o espec´ıficos
para baixas energias E < M , e´ conhecido como o “mecanismo de Higgs”.
1.2 Fluxos do Grupo de Renormalizac¸a˜o e Transic¸o˜es
de Fase
As regras da quantizac¸a˜o canoˆnica na˜o levam automaticamente a TQCs livres de proble-
mas de consisteˆncia matema´tica, nem a uma interpretac¸a˜o direta dos resultados obtidos
via TQC em termos de grandezas observadas em experimentos. Pore´m a “consisteˆncia
quaˆntica” de uma grande famı´lia das TQCs pode ser garantida impondo dois princ´ıpios
fundamentais: Unitariedade e Renormalizabilidade[6][1].
Na maioria das TQCs, ca´lculos perturbativos das amplitudes dos diferentes processos
providenciam resultados “infinitos”, quando certos limites de altas e/ou baixas energias
(e momentos) sa˜o considerados. Este problema e´ conhecido como divergeˆncias UV e/ou
IR [5],[1]. Ele exige um tratamento especial de regularizac¸a˜o, i.e. de separac¸a˜o das partes
finita e infinita, e tambe´m de uma espec´ıfica “renormalizac¸a˜o”. A implementac¸a˜o do
requerimento de que “todas as grandezas f´ısicas, que podem ser medidas em experimentos
— massas, constantes de acoplamento, sec¸o˜es de choque, taxas de decaimento, etc. —
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devem ter valores finitos”, resulta em um conjunto de princ´ıpios que as TQCs devem
respeitar. A principal consequeˆncia dessa condic¸a˜o, conhecida como Renormalizabilidade,
e´ a selec¸a˜o de uma pequena variedade de TQCs consistentes. Restringe-se o conteu´do de
spin (e isospin etc.) dos campos, e tambe´m restringe-se as poss´ıveis formas das interac¸o˜es.
Entre fe´rmions e escalares as interac¸o˜es devem ser do tipo ‘Yukawa’, com potenciais tri-
lineares ou cu´bicos; para escalares auto-interagentes, as interac¸o˜es podem ser no ma´ximo
qua´rticas [6].
Na maioria dos casos, as regras de renormalizac¸a˜o sa˜o realizadas em ordens de uma ex-
pansa˜o perturbativa, ou seja, para pequenos valores das constantes de acoplamento. Mas
existem muitos exemplos de TQCs em que um ‘Grupo de Renormalizac¸a˜o (RG)’, descrito
pela ‘equac¸o˜es de Callan-Symanzik’[1],[6], fornece um me´todo exato, na˜o-perturbativo, de
renormalizac¸a˜o va´lida para todos os valores dos acoplamentos das interac¸o˜es consideradas,
na˜o apenas os pequenos[17],[8].
Perturbativamente, o procedimento de renormalizac¸a˜o requer primeiro que se encon-
tre os contra-termos espec´ıficos que devem ser adicionados a` lagrangeana da teoria. De-
pois, que se efetue uma redefinic¸a˜o dos paraˆmetros “nus” da lagrangeana (cla´ssica) e dos
pro´prios campos, considerados como certas func¸o˜es das escalas de energia µ, ou de seu
logaritmo que define a escala
l = − log µ
(ou de um “cut-off”Λ). Assim, no modelo que descrevemos acima obtemos as func¸o˜es
g(l), λ(l), v0(l)
que variam de acordo com a escala de energia l.
Ja´ os conceitos e os resultados obtidos no contexto do RG va˜o ale´m do procedimento
que acabamos de descrever. Uma das principais carater´ısticas do grupo de Renormalizac¸a˜o
e´ descrever, atrave´s de um sistema de equac¸o˜es diferenciais, as mudanc¸as nos acoplamen-
tos, i.e. dg/dl, dλ/dl, e as mudanc¸as de certas caracter´ısticas dos campos quaˆnticos como,
por exemplo, as dimenso˜es anoˆmalas. Este fluxo dos paraˆmetros obtido das soluc¸o˜es das
‘equac¸o˜es do RG’ da´ origem a um dos principais resultados da teoria de renormalizac¸a˜o:
a descric¸a˜o das transic¸o˜es de fase em TQCs renormalizadas. Ou seja, dependendo dos
valores dos acoplamentos e dos termos de interac¸a˜o, acontecem mudanc¸as na pro´pria na-
tureza dos graus de liberdade, na forma de lagrangeana e no comportamento das func¸o˜es
de correlac¸a˜o. Digamos que os campos apresentam propriedades e interac¸o˜es diferentes
em altas e baixas energias, e tambe´m os acoplamentos demonstram um comportamento
espec´ıfico, a depender da escala de energia “corrente”. Nesta descric¸a˜o, transic¸o˜es de fase
de segunda ordem podem ser identificadas pelos zeros das assim chamadas func¸o˜es beta
de Gell-Mann-Low,
βg(g, λ) = dg/dl, βλ(g, λ) = dλ/dl.
Os zeros existem para certos valores “cr´ıticos” dos acoplamentos g e λ. Por exemplo, uma
grande famı´lia de modelos possui pontos cr´ıticos ultravioletas (UV), i.e. beta(gcr, λcr) = 0,
que descrevem TQCs de campos livres e sem massa gcr = 0 = λcr no limite de altas
energias [6].
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Devido ao fato que nos modelos de Yukawa-Higgs (e tambe´m no modelo Padra˜o)
todas as constantes de acoplamento (g e λ) sa˜o paraˆmetros adimensionais, tomando o
limite v0 → 0, essas TQCs ganham uma nova simetria: a extensa˜o conforme SO(4, 2) do
grupo de Poincare´, envolvendo dilatac¸o˜es e transformac¸o˜es especiais conformes [18]. Ou
seja, as TQCs com interac¸o˜es do tipo Yukawa-Higgs possuem uma fase de altas energias e
um ponto cr´ıtico UV que poderia ser descrito como certa teoria conforme quaˆntica (CFT).
A simetria conforme nos permite calcular na˜o-perturbativamente as func¸o˜es de correlac¸a˜o
dos campos ψ e Φ, aplicando te´cnicas espec´ıficas va´lidas para CFTs [18],[20].
Estudos na˜o-perturbativos das propriedades do fluxo do RG dos modelos de Yukawa
Higgs [8], [12], indicam que o efeito da renormalizac¸a˜o da massa M(l) com a mudanc¸a da
escala de energia, junto com as mudanc¸as dos correspondentes acoplamentos, determinam
que a fase SYM-UV deve terminar em um ponto (ou linha) cr´ıtico do tipo IR com M = 0
, onde acontece a mudanc¸a de sinal de M2 de positivo para negativo. Este ponto define a
transic¸a˜o entre a fase SYM-UV e a fase IR massiva de Higgs com simetria quiral quebrada.
Nesta fase, todos os campos (a excec¸a˜o do campo de Goldstone) sa˜o massivos. Desta
forma, a TQC original de Yukawa-Higgs, com Lagrangeana L(g, λ, v0) = LCFT + Lpert,
envolvendo o termo do potencial VHiggs e o termo de massa, poderia ser considerada
como uma perturbac¸a˜o, com um pequeno paraˆmetro v0 (ou, equivalentemente, com M
pequeno), de uma teoria conforme LCFT de Yukawa-Higgs em que v0 = 0 = M . O termo
de perturbac¸a˜o e´ definido pela lagrangeana Lpert(vo) = 18λv0Φ2. Esta representac¸a˜o do
Modelo de Yukawa-Higgs com uma separac¸a˜o entre a parte conforme e uma perturbac¸a˜o
massiva e´ conhecida como ‘quebra dinaˆmica da simetria conforme’ [18],[13].
1.3 Objetivos e Resultados
O objetivo principal desta dissertac¸a˜o e´ um estudo completo da quantizac¸a˜o perturbativa,
da renormalizac¸a˜o e das propriedades espec´ıficas da fase SYM-UV e dos efeitos da que-
bra espontaˆnea das simetrias quirais na fase de Higgs IR de duas TQCs com interac¸a˜o de
Yukawa-Higgs, considerando fe´rmions (massivos e sem massa) interagindo com um campo
escalar (real ou complexo) com potencial do tipo Higgs e com simetrias internas diferen-
tes: para o campo real, temos a simetria discreta Z2 (cap´ıtulo 2); para o campo escalar
complexo, temos a simetria cont´ınua U(1) (cap´ıtulos 3 e 4). As simetrias diferentes levam
a diferenc¸as essenciais nas propriedades f´ısicas das part´ıculas em cada fase desses modelos.
Nossa escolha de estudar primeiro um modelo bem conhecido, o modelo YH com campo
escalar real, e´ proposital. A idea e´ usa´-lo, por ser mais simples, para apresentar uma
introduc¸a˜o a`s te´cnicas, aos me´todos que desejamos desenvolver, a saber:
1. Os conceitos ba´sicos de quantizac¸a˜o perturbativa;
2. O ca´lculo das amplitudes de espalhamento em 1-loop;
3. Os procedimentos de regularizac¸a˜o dimensional e de renormalizac¸a˜o; e
4. Os conceitos e os resultados do grupo de renormalizac¸a˜o e a quebra espontaˆnea da
simetria quiral.
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Os cap´ıtulos 3 e 4 sa˜o dedicados a` investigac¸a˜o dos problemas de renormalizac¸a˜o e ao
ca´lculo de certas amplitudes de espalhamento nas fases sem e com quebra de simetria
quiral cont´ınua. A introduc¸a˜o feita no cap´ıtulo 2 serve como base para a extensa˜o destes
me´todos (e o desenvolvimento de novos me´todos) no caso bem mais complicado do modelo
Yukawa-Higgs com campo escalar complexo.
Devemos tambe´m mencionar, entre os objetivos desta dissertac¸a˜o, a investigac¸a˜o de
alguns problemas de pesquisa espec´ıficos para TQCs com simetria quebrada (no caso de
fe´rmions com e sem massa mψ = 0):
1. As condic¸o˜es de renormalizabilidade para teorias com simetrias quirais cont´ınuas
quebradas;
2. As condic¸o˜es espec´ıficas sobre as partes finitas dos diagramas UV-divergentes, tais
que o novo campo escalar ρ = Φ− v0 permanec¸a com valor esperado zero, conside-
rando perturbac¸o˜es ate´ ordem cu´bica e qua´rtica (em constantes de acoplamento g
e λ). Isto e´, incluindo todos os diagramas divergentes (e finitos tambe´m) ate´ 1-loop
destas teorias que contribuem para 〈ρS〉;
3. A comparac¸a˜o entre a quebra de simetria quiral discreta do campo escalar real e o
caso da simetria cont´ınua U(1) do campo complexo.
Entre os resultados obtidos, podemos mencionar que a constante de acoplamento de
Yukawa, g, na fase SYM-UV (no caso de simetria quiral cont´ınua) na˜o se renormaliza, o
que se deve a` forma espec´ıfica da interac¸a˜o, envolvendo ve´rtices com matriz γ5. Ja´ na fase
IR de Higgs , g se renormaliza em 1-loop, o que se deve a`s propriedades bem diferentes
dessa fase em comparac¸a˜o a` fase sime´trica — por exemplo, no IR os graus de liberdade
incluem o campo de Goldstone, e a QES inclui certos novos termos de interac¸a˜o. Um outro
resultado interessante e´ a diferenc¸a significativa entre as amplitudes de espalhamento e
taxas de decaimento, na˜o somente dos fe´rmions, mas tambe´m dos campos escalares ρ e pi
na fase de Higgs, quando comparados com a fase sime´trica em altas energias.
Cap´ıtulo 2
Modelo de Yukawa-Higgs
A mate´ria e´ constituida por fe´rmions (part´ıculas com spin 1/2), e no Modelo Padra˜o ha´
uma part´ıcula escalar φ, o ‘bo´son de Higgs’, que possui um potencial qua´rtico, V ∼ φ4,
e que e´ responsa´vel por gerar a massa das part´ıculas . Nesse cap´ıtulo, desejamos estudar
uma TQC que fornece um modelo simplificado para esse fenoˆmeno. Portanto, queremos
construir uma lagrangeana com um fe´rmion ψα e um campo escalar real φ.
A forma de uma lagrangeana L pode ser inferida a partir de alguns princ´ıpios ba´sicos.
Primeiro, L deve ser um escalar, portanto so´ pode conter termos invariantes de Lorentz.
Isso fixa a forma dos termos cine´ticos (quadra´ticos nas derivadas),
1
2
∂µφ∂µφ ψ¯
α (iγµ∂µ −m)ψα.
Os campos fermionicos ψ, devem obedecer as a equac¸a˜o de Dirac. Ale´m disso, todos os ter-
mos na ac¸a˜o S =
∫
d4xL devem ter a mesma dimensa˜o. Em unidades em que S e´ adimen-
sional, as dimenso˜es dos termos cine´ticos devem cancelar a dimensa˜o de (comprimento)4
ou (massa)−4 vinda do elemento d4x. Sendo assim, na notac¸a˜o em que [d4x] = −4, como
cada derivada tem [∂µ] = 1, o campo φ deve ter dimensa˜o [φ] = 1. Para os campos
fermioˆnicos o termo cine´tico (que so´ possui uma derivada) revela que os campos devem
ter [ψ] = 3/2. Com isso, deduzimos que a interac¸a˜o entre os campos deve ser dada pelo
u´nico termo cuja combinac¸a˜o possui a dimensa˜o correta (i.e. 4): ψ¯ψφ.
Podemos enta˜o considerar o Modelo de Yukawa com lagrangeana
L = ψ¯α (iγµ∂µ −m)ψα − 1
2
∂µφ∂µφ− 1
2
M2φ2 − gψ¯αψαφ− λ
24
φ4, (2.1)
onde ψα = (ψα)tγ0 e´ um spinor de 4 componentes, e m e´ sua massa associada. Os
paraˆmetros de interac¸a˜o sa˜o g e λ. O campo escalar real φ possui um termo quadra´tico
de massa M . A me´trica possui assinatura η = diag(−,+,+,+), e as matrizes de Dirac
γµ sa˜o definidas como
γ0 =
(
0 12x2
12x2 0
)
, γi =
(
0 σi
−σi 0
)
. (2.2)
Essa lagrangeana apresenta simetria U(1)
ψ¯′ = e−iθψ¯, ψ′ = eiθψ. (2.3)
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Outras simetrias desse modelo sa˜o descritas no cap´ıtulo 3. A partir da equac¸a˜o de Euler-
Lagrange para campos livres, obte´m-se treˆs equac¸o˜es de movimento
(/∂ −m)ψα = 0, ψ¯α(←−/∂ −m) = 0, (2−M2)φ = 0. (2.4)
A expansa˜o de Fourier para os campos resulta nas seguintes expresso˜es
φ(x) =
∫
d3k
(2pi)3(2Ω)
1
2
(
a(k)eikx + a†(k)e−ikx
)
ψα(x) =
2∑
r=1
∫
d3k
(2pi)3(2ω)
1
2
(
br(k)u
αeikx + d†r(k)v
αe−ikx
)
ψ¯α(x) =
2∑
r=1
∫
d3k
(2pi)3(2ω)
1
2
(
b†r(k)u¯
αe−ikx + dr(k)v¯αeikx
)
, (2.5)
onde Ω2 = k2 +M2 e ω2 = k2 +m2. Os spinores uα e vα sa˜o definidos no cap. 38 do livro
de Srednicki [1].
A teoria quaˆntica de campos consiste em quantizar esses campos cla´ssicos [5][1]. No
processo de quantizac¸a˜o, surgem algumas inconsisteˆncias por causa da aparic¸a˜o de gran-
dezas infinitas na˜o-f´ısicas. Ao fim desse cap´ıtulo, isso nos levara´ a` necessidade de uma
renormalizac¸a˜o do modelo.
2.1 Quantizac¸a˜o Canoˆnica
Na˜o vamos abordar em detalhes o processo de quantizac¸a˜o dos campos cla´ssicos, vamos
apenas fazer uma revisa˜o dos fatos mais relevantes para o restante do trabalho.
Apo´s a quantizac¸a˜o, as amplitudes de Fourier se tornam os operadores de criac¸a˜o e
aniquilac¸a˜o. Assim, os operadores a(k) e a†(k) do campo escalar esta˜o sujeitos a` a´lgebra
dos comutadores
[a(k), a†(k′)] = (2pi)3δ(k − k′). (2.6)
O estado de va´cuo e´ definido como o estado de energia, momento e carga zero |0〉. O
operador a†(k) atua no va´cuo criando part´ıculas quaˆnticas relativ´ısticas
(2Ωk)
1
2 (2pi)3a†(k)|0〉 = |k〉. (2.7)
Os operadores br(k), b
†
r(k), ds(k) e d
†
s(k) esta˜o associados a` criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de
part´ıculas e anti-part´ıculas fermioˆnicas. Esses operadores esta˜o sujeitos a` seguinte a´lgebra
{br(p), b†r′(p′)} = (2pi)3δr
′
r δ(p− p′),
{ds(p), d†s′(p′)} = (2pi)3δs
′
s δ(p− p′). (2.8)
Quando b†(k) e d†(k) atuam no va´cuo, ha´ criac¸a˜o de part´ıculas
(2wp1)
1
2 (2pi)3b†r(p1)|0〉 = |p1, r〉
(2wp2)
1
2 (2pi)3d†s(p2)|0〉 = |p2, s〉. (2.9)
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Os operadores a(k), bs(k) e ds(k), ao atuarem no estado de va´cuo, o aniquilam
a(k)|0〉 = 0, bs(k)|0〉 = 0, ds(k)|0〉 = 0. (2.10)
As quantidades conservadas deste modelo sa˜o
H =
∫
d3k
[
Ωka
†(k)a(k) + ωk
(
b†r(k)br(k) + d
†
r(k)dr(k)
)]
~P =
∫
d3k ~K
[
a†(k)a(k) + b†r(k)br(k) + d
†
r(k)dr(k)
]
Q =
∫
d3k
[
b†r(k)br(k)− d†r(k)dr(k)
]
. (2.11)
O estado de uma part´ıcula quaˆntica relativ´ıstica e´ descrito por energia, momento e carga
H|k,±〉 = ωk|k,±〉, P |k,±〉 = k|k,±〉, Q|k,±〉 = ±|k,±〉. (2.12)
Com o uso das definic¸o˜es (2.5) junto das relac¸o˜es de comutac¸a˜o (2.6), anti-comutac¸a˜o
(2.8) e a equac¸a˜o (2.11), sa˜o obtidas as seguintes expresso˜es
[H, a†] = ωka†, [P, a†] = ka†, [Q, b†] = +b† [Q, d†] = −d†. (2.13)
2.2 Propagadores livres
Existe um objeto que deve descrever o processo de deslocamento de um campo φ entre a
posic¸a˜o x no tempo tx e a posic¸a˜o y no tempo ty. Esse objeto e´ chamado de propagador,
definido para o campo escalar como
D(x− y) = 〈0|φ(x)φ(y)|0〉. (2.14)
Desta forma utilizando as equac¸o˜es (2.5) e (2.6), obte´m-se o propagador
D(x− y) =
∫
d3p
(2pi)
eip(x−y)
2Ωp
, (2.15)
que por sua vez esta´ sujeito a transformac¸o˜es de Lorentz, implicando em dois casos, o
tipo-tempo e o tipo-espac¸o. Da´ı encontram-se os limites de causalidade e na˜o causalidade
da teoria, descritos pela relac¸a˜o de comutac¸a˜o
∆(x− y) ≡ [φ1(x), φ2(y)] = D(x− y)−D(y − x). (2.16)
Um intervalo do tipo-tempo tem ηµν∆x
µ∆xν < 0, ou seja sendo |∆t2| > |∆~x2|, o des-
locamento pode ser tomado quando (x1 − x2)2 = 0. Esse tipo de intervalo carrega a
informac¸a˜o de causalidade, que esta´ expressa dentro do cone de luz, confirmando que a
teoria e´ de part´ıculas quaˆnticas e relativ´ısticas. O detalhe e´ compreender que por fora do
cone tambe´m e´ poss´ıvel afirmar que na˜o ha´ causalidade. Para que isto ocorra um campo
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φ1 dentro do cone na˜o pode enxergar um campo φ2 fora do cone. Logo estes campos
devem comutar
[φ1(x), φ2(y)] = 0, (2.17)
para (x − y)2 > 0. Neste caso de intervalo tipo-espac¸o, toma-se a situac¸a˜o em que
(x0 − y0) = 0. Logo
∆(x− y)
∣∣∣∣
x0=y0
=
∫
d3p
(2pi)3
1
2Ωp
(
ei~p(˙~x−~y) − e−i~p(˙~x−~y)
)
. (2.18)
E´ interessante notar que a troca do integrando no segundo termo de ~p por −~p resulta na
comutac¸a˜o.
A representac¸a˜o do propagador expressa na equac¸a˜o (2.15) na˜o e´ gene´rica. Nela esta´
impl´ıcito que o tempo flui de x0 para y0. De maneira a permitir que o propagador seja
uma combinac¸a˜o entre as duas direc¸o˜es temporais, define-se do propadador de Feynman
DF (x− y) = Θ(x0 − y0)D(x− y) + Θ(y0 − x0)D(y − x). (2.19)
Esta equac¸a˜o tambe´m pode ser obtida a partir do uso do operador de ordenamento tem-
poral, que indica a ordem de atuac¸a˜o dos operadores sendo da direita para a esquerda, ou
seja, primeiramente atua-se nos estados associados a tempos maiores, e depois nos estados
em tempos menores
Tφ(x)φ(y) =
{
φ(x)φ(y), se x0 < y0
φ(y)φ(x), se x0 > y0.
(2.20)
A definic¸a˜o do propagador se torna
DF (x− y) = 〈0|T (φ(x)φ(y))|0〉. (2.21)
Ha´ uma possibilidade de escrever o propagador em termos de uma u´nica integral do tipo∫
d4p. Destrinchando a equac¸a˜o (2.19) e separando a parte temporal da espacial, chega-se
na seguinte equac¸a˜o
DF (x− y) =
∫
d3p
(2pi)3
e−i~p(˙~x−~y)
[
Θ(x0 − y0)e
iΩp(x0−y0)
2Ωp
+ Θ(y0 − x0)e
−iΩp(x0−y0)
2Ωp
]
. (2.22)
Os dois termos dentro dos colchetes sa˜o soluc¸o˜es de uma integral de Cauchy definida em
um contorno no plano complexo
f(zi) =
1
2pii
∮
C
f(z)
z − zi , (2.23)
onde, para o caso de interesse, zi’s sa˜o os po´los p0 = ±Ωp. Portanto reescreve-se a equac¸a˜o
(2.22) como
DF (x− y) =
∫
d3p
(2pi)4
ie−i~p(˙~x−~y)
∮
c
dp0
[
Θ(x0 − y0) e
ip0(x0−y0)
(p0 − Ωp)(p0 + Ωp)
−Θ(y0 − x0) e
−ip0(x0−y0)
(p0 − Ωp)(p0 + Ωp)
]
.
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Im(p0)
Re(p0)C1
Ωp-i
-Ωp+i
Figura 2.1: Gra´fico do contorno C1 no plano complexo
Im(p0)
Re(p0)C2
Ωp-i
-Ωp+i
Figura 2.2: Gra´fico do contorno C2 no plano complexo
Apesar de os po´los estarem definidos no eixo real, pode-se fazer uma translac¸a˜o de maneira
a ter p0 = −Ωp + i˜Ωp e p0 = Ωp− i˜Ωp , com ˜→ 0. E assim obter a representac¸a˜o gra´fica da
figura 2.1. Para o primeiro termo dos colchetes e´ escolhido o contorno C1 por cima, devido
a func¸a˜o degrau indicar que x0 > y0 e consequentemente a contribuic¸a˜o do contorno C2
sera´ zero. Caso ana´logo ao anterior esta´ representado na figura 2.2. Pore´m o contorno
escolhido agora sera´ C2, por causa da func¸a˜o degrau indicar que x0 < y0, fazendo com
que o contorno C1 na˜o contribua. Ao fim, chega-se na forma desejada do propagador de
Feynman como uma u´nica interal
DF (x− y) = i
∫
d4p
(2pi)4
1
p2 +M2 − ie
ip(x−y).
Para o propagador fermioˆnico e´ necessa´rio um pouco mais de cuidado ao demonstrar uma
forma do propagador similar a essa do caso escalar. Tal construc¸a˜o e´ feita no apeˆndice B
e o propagador e´ escrito da seguinte maneira
SF (x− y)αβ = i
∫
d4p
(2pi)4
−/pαβ +m
p2 +m2 − ie
ip(x−y). (2.24)
2.3. TEORIA DE PERTUBAC¸A˜O: OPERADOR DE EVOLUC¸A˜O TEMPORAL E MATRIZ S19
2.3 Teoria de Pertubac¸a˜o: Operador de Evoluc¸a˜o Tem-
poral e Matriz S
Apo´s a construc¸a˜o dos propagadores livres, o pro´ximo passo e´ entender como os campos
interagem. Processos de interac¸o˜es entre os campos podem ser representados por etapas.
Imagine um campo em um tempo t muito antes de ocorrer qualquer tipo de interac¸a˜o [3]
φin(x) = lim
t→−∞
φ(x). (2.25)
Esses campos livres esta˜o associados ao estado de va´cuo in. De maneira ana´loga, um
longo tempo apo´s a colisa˜o, passa a existir um campo tambe´m livre associado a cada
part´ıcula. Estes campos existem num espac¸o de estados de va´cuo chamado out
φout(x) = lim
t→∞
φ(x). (2.26)
Os campos definidos nos estados in e out sa˜o livres e escalares, logo devem satisfazer a
equac¸a˜o de Klein-Gordon. Para fe´rmions, os campos devem satisfazer a equac¸a˜o de Dirac
(2.4). Assim os operadores de aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o devem atuar no espac¸o de Fock√
4Ek1Ek2a
†
in(
~k1)a
†
in(
~k2)|0〉 = |K1, K2; in〉 (2.27)√
4#Ep1 ...Epna
†
out(~p1)...a
†
out(~pd)...a
†
out( ~pn)|0〉 = |p1, ..., pd, ..., pn; out〉.
Sendo # o nu´mero de a†, e estes sa˜o tantos quantos a conservac¸a˜o permitir. O va´cuo
deve se manter invariante, o que indica que a interac¸a˜o na˜o modifica |0〉,
|0, in〉 = |0, out〉 = |0〉. (2.28)
Para que a f´ısica em ambos os espac¸os seja a mesma, o valor esperado na˜o deve mudar
〈in|φin|in〉 = 〈out|φout|out〉. (2.29)
Logo deve existir um operador que ao atuar no estado |in〉, ele o transforma em |out〉
|in〉 = S|out〉. (2.30)
Consequeˆncia da equac¸a˜o (2.29) e (2.30) e´ a unitariedade da matriz S
SS† = 1. (2.31)
Da´ı esta´ estabelecido um jeito de passar do valor esperado de campos in no estado in,
para campos out no estado out,
〈in|φin|in〉 = 〈out|S†φinS|out〉 = 〈out|φout|out〉. (2.32)
Isso e´ verdade se, e somente se, φout = S
†φinS. E´ definido enta˜o a amplitude de espalha-
mento
Sfi = 〈f, out|i, in〉 = 〈f, in|S|i, in〉. (2.33)
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A seguir sera´ encontrada qual e´ a forma do o operador S. Para isso e´ essencial utilizar os
quadros de Schro¨dinger, Heinsenberg e de Dirac para mostrar uma relac¸a˜o do operador
de evoluc¸a˜o temporal com a matriz S.
Seja enta˜o a densidade de lagrangeana
L(S) = L(S)0 + L(S)int . (2.34)
definida no Quadro de Schro¨dinger, ou seja: o que evolui com o tempo sa˜o os campos. A
passagem do quadro de Schro¨dinger para o quadro de Heisenberg se da´ pela transformac¸a˜o
φH = e
i(H0+Hint)tφSe
−i(H0+Hint)t, (2.35)
onde Hint esta´ relacionada ao termo de interac¸a˜o da lagrangeana Hint = −Lint. Do quadro
de Schro¨dinger para o quadro de interac¸a˜o, proposto por Dirac, a transformac¸a˜o e´
φI = e
iH0tφSe
−iH0t. (2.36)
Note que quando na˜o ha´ Hint, φH = φI . Para passar do quadro de interac¸a˜o para o quadro
de Heinsenberg temos
φH = U
†(t)φIU(t), (2.37)
com U(t) = eiH0te−iHintt. E´ imediato demonstrar que U †U = 1, e U(−∞) = 1 devido a
na˜o haver interac¸a˜o em t→ −∞. Derivando U em relac¸a˜o a t, chega-se em uma equac¸a˜o
diferencial
dU
dt
= −iHIintU(t), HIint = eiH0tH ininte−iH0t (2.38)
A soluc¸a˜o para esta equac¸a˜o e´ uma se´rie definida de −∞ ate´ t, dada pela exponencial
U(t) = Te−i
∫ t
−∞Hint(t
′)dt′ , (2.39)
onde T representa o ordenamento temporal. So´ e´ poss´ıvel fazermos isso, pois nossos
paraˆmetros g e λ sa˜o << 1, assim, sendo via´vel aplicar a teoria de perturbac¸a˜o. Os
operadores S e U se relacionam da seguinte forma
S = lim
t→∞
U(t) = Te−i
∫∞
−∞Hint(t)dt
= Te−i
∫ Hint(φin)d4x. (2.40)
Apo´s descobrir a forma da matriz S, o ca´lculo da amplitude de espalhamento pode ser
feito. Mas antes de comec¸ar os ca´lculos existem outras quantidades a serem estudadas.
Considere um processo de espalhamento de duas part´ıculas resultando em outras duas
part´ıculas, sua amplitude de espalhamento e´
Sfi = 〈k′1, k′2; out|k1, k2; in〉 (2.41)
onde ks sa˜o os momentos das part´ıculas que entram e k
′
s os momentos das que saem.
Como ja´ visto na equac¸a˜o (2.28), esse processo pode ser escrito da seguinte forma
Sfi = 〈k′1, k′2; out|a†in(k1)|k2; in〉 (2.42)
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e por sua vez, com o uso da equac¸a˜o (2.5), os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o em
termos dos campos ficam
a†(k) = i
∫ [(
∂0e
−ikx)φ(x)− e−ikx (∂0φ(x))] d3x
a(k) = −i
∫ [(
∂0e
ikx
)
φ(x)− eikx (∂0φ(x))
]
d3x.
(2.43)
Substituindo (2.43) em (2.42), e usando que o campo φ(x) no limite de t→ −∞ e´ φin(x),
Sfi = i lim
t→−∞
∫
d3x1〈k′1, k′2; out|
[(
∂0e
−ikx)φ(x)− e−ikx (∂0φ(x))] |k2; in〉. (2.44)
Para qualquer func¸a˜o f(t) diferencia´vel no limite t±∞, a seguinte relac¸a˜o e´ va´lida
lim
t→−∞
f(t) = lim
t→+∞
f(t)−
∫ +∞
−∞
df(t)
dt
dt, (2.45)
Note que trocar o limite na amplitude de espalhamento resultara´ em dois termos, sendo
que o primeiro e´ apenas a troca do limite de −∞ por +∞. Esse termo representa o campo
out φout(x), e com ele esta´ a informac¸a˜o do operador de criac¸a˜o out a
†
out(p1), associado ao
momento p1. Enta˜o chega-se a` conclusa˜o que os momentos ks devem ser iguais a p1, para
que esse termo na˜o seja zero. Assim, na˜o ha´ espalhamento e o u´nico termo a contribuir e´
Sfi = −i
∫
d3x1〈k′1, k′2; out|∂0
[(
∂0e
−ikx)φ(x)− e−ikx (∂0φ(x))] |k2; in〉. (2.46)
Note tambe´m que os campos na˜o sa˜o mais in, sa˜o campos que esta˜o no quadro de Heisen-
berg. Resolvendo as derivadas, reagrupando e usando que ∇2e−ikx = −p2e−ikx, chega-se
em
Sfi = i
∫
d3x1e
−ikx (2x1 +M2) 〈k′1, k′2; out|φ(x1)|k2; in〉. (2.47)
Generalizando para um processo de espalhamento que resulta em n-part´ıculas, e repe-
titindo o ca´lculo feito para cada uma das part´ıculas, chega-se na fo´rmula de Lehmann-
SymanziK-Zimmermann (LSZ)
Sfi = (i)
n+2
∫
d3x1
∫
d3x2
∫
d3y1 · · ·
∫
d3yne
−ikx1e−ikx2eiky1 · · · eikyn
× (2x1 +M2) (2x2 +M2) (2y1 +M2) · · · (2yn +M2)
× 〈0; out|T [φ(y1) · · ·φ(x1)φ(yn)φ(x2)] |0; in〉.
(2.48)
O caso ana´logo com campos fermioˆnico encontra-se no apeˆndice B. A formula LSZ mostra
a relac¸a˜o dos campos com a amplitude de espalhamento, onde os campos aparecem como
uma Func¸a˜o de Green
G(n) = 〈0; out|T [φ(y1) · · ·φ(x1)φ(yn)φ(x2)] |0; in〉 (2.49)
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A fim de representar a Func¸a˜o de Green dependente somente do estado in, aplica-se o
operador de evoluc¸a˜o temporal correspondente a cada tempo. Isto resulta numa relac¸a˜o
entre o operador S e φin (o que pode ser encontrado no cap´ıtulo 4 do livro do Dasgupta
[2] e cap´ıtulo 3 do Tong [3])
G(n)(x1, x2, ..., xn) =
1
〈0|S|0〉〈0|T (φin(x1)φin(x2)...φin(xn)S)|0〉. (2.50)
A teoria de campos pode ser estruturada tanto pelos os operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o
que esta˜o ligados diretamente ao momento das part´ıculas, como pelos campos ligados por
suas posic¸o˜es. E a formula LSZ demonstrada nessa sec¸a˜o faz a ponte entre estas duas
formas.
2.4 Sec¸a˜o de choque e Taxa de decaimento
Todos os processos de interac¸o˜es passam pelo ca´lculo da matriz S. Uma forma de in-
terpretar esse ca´lculo foi inventada por Feynman: trata-se de um me´todo que relaciona
cada integral a ser calculada a processos f´ısicos representados por diagramas, usando as
‘regras de Feynman’ (ver o apeˆndice 2.4 o cap´ıtulo 5 de [2]). Como visto anteriormente,
os processos podem ser descritos em func¸a˜o dos 4-momentos ou das posic¸o˜es, basta que a
Formula LSZ seja respeitada, e os diagramas de Feynman se relacionam com os resultados
descritos pela eq. (2.33) (para o momento p) e pela eq. (2.50) (para a posic¸a˜o x).
Desejamos agora descrever processos no nosso modelo, em que a Hamiltoniana de
interac¸a˜o e´
: Hint := g : ψ¯ψφ : +
λ
24
: φ4 : .
2.4.1 Diagramas tipo a´rvore
Dado um processo caracterizado pelos estados inicias e finais
|i〉 = (2ωp1) 12 (2ωp2) 12 b†r(p1)d†s(p2)|0〉
|f〉 = (2ωk) 12a†(k)|0〉 (2.51)
Ate´ a primeira ordem da matriz S
〈f |S|i〉 = −ig
∫
d4x(2ωp1)
1
2 (2ωp2)
1
2 (2ωk)
1
2 〈0|a(k) : ψ¯ψφ : b†r(p1)d†s(p2)|0〉 (2.52)
apo´s a expansa˜o de Fourir dos campos, a u´nica combinac¸a˜o diferente de zero vem do
termos
φ(x) ∼ a†(k′)e(ik′x)
ψ¯(x) ∼ d(p′1)v¯αr′e(−ip
′
1x)
ψ(x) ∼ b(p′2)uαs′e(−ip
′
2x) (2.53)
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p1
p2
k
g
Figura 2.3: Diagrama de decaimento φ→ ψ¯ψ.
utilizando todos os fatores envolvidos e as relac¸o˜es de comutac¸a˜o,
〈f |S|i〉 = −ig(2pi)4δ4(k − p1 − p2)v¯αs uαr (2.54)
Considere agora um processo de espalhamento entre duas part´ıculas fermioˆnicas, cujo
produto sa˜o as mesmas duas part´ıculas. A expressa˜o que representa essa interac¸a˜o e´
Tfi = 〈k′1k′2|(S − 1)|k1k2〉 (2.55)
onde T indica somente as partes que interagem. Interac¸o˜es do tipo escalar de ordem λ
e fermioˆnicas de ordem g na˜o contribuem para o espalhamento. O primeiro, por motivo
de na˜o apresentar modos de Fourier b e d. Ja´ o segundo, porque existe uma quantidade
ı´mpar de campos escalares, e por sua vez um nu´mero ı´mpar de operadores de criac¸a˜o e
aniquilac¸a˜o, e
〈0|a†|0〉 = 0 = 〈0|a|0〉.
Vamos escrever S
(n)
fi para a ordem n da matriz S. Sera´ calculado somente a ordem
quadra´tica, S
(2)
fi ,
S
(2)
fi = 〈k′1k′2|g2 : ψ¯(x)ψ(x)φ(x) :: ψ¯(y)ψ(y)φ(y) : |k1k2〉 (2.56)
mais uma vez, foram descartadas as interac¸o˜es escalares pelo mesmo motivo. Com o uso da
formula de Dyson, o produto de ordenamentos normais resulta em todas as combinac¸o˜es
poss´ıveis de contrac¸o˜es e de ordenamentos mais curtos:
: ψ¯α1(x1)ψα1(x1)φ(x1) :: ψ¯
α2(x2)ψα2(x2)φ(x2) : = ψ¯
α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2)
+ ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2) : φ(x1)φ(x2) :
+ ψ¯α1(x1)ψα2(x2) : ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2) :
+ : ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2) :
+ : ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2) : φ(x1)φ(x2)
+ : ψ¯α1(x1)ψα2(x2) : ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2)
+ ψ¯α1(x1)ψα2(x2) : ψα1(x1)ψ¯
α2(x2) : φ(x1)φ(x2)
Aqui, indicamos as contrac¸o˜es por
φ(x1)φ(x2) = 〈0|T (φ(x1)φ(x2))|0〉,
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etc. Sa˜o muitos termos, mas uma checagem ra´pida mostra que, para o caso em estudo no
momento,
• O 1o termo todas as contrac¸o˜es saem do bracket. O que fica no bracket representa
a propagac¸a˜o livre. O restante esta´ associado a interac¸o˜es do va´cuo. Logo na˜o ha´
espalhamento;
• O 2o, 3o e 4o termos da˜o zero por terem ordenamento normal nos campos escalares;
• O 6o e 7o termos se anulam.
Assim, o u´nico termo contribuinte para o espalhamanto e´
S
(2)
fi = g
2〈k′1k′2| : ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯α2(x2) : |k1k2〉φ(x1)φ(x2) (2.57)
A(2)fi = −g2
[
(v¯αs (p2)u
α
r (p1))(u¯
β
r′(p
′
1)v
β
s′(p
′
2))
(p1 + p2)2 +M2
− (u¯
α
r′(p
′
1)u
α
r (p1))(v¯
β
s′(p
′
2)v
β
s (p2))
(p1 − p′1)2 +M2
]
(2.58)
p1 p′1
p2 p′2
k = p1 + p2
g g
p′1p1
p′2p2
k = p1 − p′1
g
g
Figura 2.4: Diagrama de espalhamento ψ¯ψ → ψ¯ψ.
Diagramas desse tipo, que na˜o tem linhas duplas formando lac¸os, chamamos de ‘dia-
gramas tipo a´rvore’.
2.4.2 Taxa de decaimento
O foco agora sera´ em como extrair informac¸o˜es f´ısicas partindo dessas amplitudes, como
secc¸a˜o de choque e Taxa de deca´ımento. Essas quantidades f´ısicas sa˜o valores mensuraveis
e por isso devem ser nu´meros reais escalares (de Lorentz). Elas tambe´m teˆm que ter
relac¸a˜o com a transic¸a˜o do estado inicial das part´ıculas para o final. Com essa condic¸o˜es
a probabilidade de transic¸a˜o, encontrada nas referencias [1] e [5] e´ definida
P|i〉→{|f〉} ≡ |〈f |S|i〉|
2
〈i|i〉〈f |f〉 (2.59)
Para tornar a deduc¸a˜o mais geral, e´ considerado conhecido o estado inicial de uma
part´ıculas, mas no estado final ficara´ em aberto a quantidade de part´ıculas que saem.
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Os denominadores sa˜o a normalizac¸a˜o da probabilidade
〈i|i〉 = (2pi)32EIδ3(0) = 2EIV
〈f |f〉 =
∏
[(2pi)32Efδ
3(0)]i =
∏
[2EfV ]i (2.60)
onde V e´ todo o espac¸o. Fazendo uma separac¸a˜o na matriz S, onde
Sfi = (2pi)
4δ4(pi − pf )Afi. (2.61)
A matriz A e´ chamada de amplitude de espalhamento. Substituindo as equac¸o˜es (2.61) e
(2.60) em (2.59)
P|i〉→{|f〉} = |Afi|
2
2EIV
[(2pi)4δ4(pi − pf )]2
∏[ 1
2EfV
]
i
(2.62)
Com o uso da regra de ouro de Feynman (descrita em [3] sec¸a˜o 3.6.1) o quadrado das
func¸o˜es deltas e´ a pro´pria func¸a˜o delta multiplicada pelo volume do espac¸o-tempo
[(2pi)4δ4(pi − pf )]2 = (2pi)4δ4(pi − pf )(2pi)4δ4(0).
Analizando o sistema no referencial de repouso da part´ıcula EI = m, logo
P|i〉→{|f〉} = |Afi|
2
2mV
(2pi)4δ4(pi − pf )V T
∏[ 1
2EfV
]
i
. (2.63)
Por fim, deve ser inserido um termo que representa todos os possiveis momentos gerado
em todo o volume V .
P|i〉→{|f〉} =
∫ |Afi|2
2m
(2pi)4δ4(pi − pf )
∏[ 1
(2pi)3
d3pf
2Ef
]
i
T. (2.64)
A taxa de decaimento, ou probabilidade de decaimento por unidade de tempo, e´ definida
como
Γ = P˙|i〉→{|f〉} =
∑
estadosfinais
∫ |Afi|2
2m
(2pi)4δ4(pi − pf )
∏[ 1
(2pi)3
d3pf
2Ef
]
i
(2.65)
.
2.4.3 Sec¸a˜o de Choque
Para o ca´lculo da sec¸a˜o de choque o estado inicial e´ composto por duas part´ıculas, porque
e´ imporva´vel que mais de duas part´ıculas colidam ao mesmo tempo. O estado final sera´
tratado como generico, podendo abrangir quantas part´ıculas a conservac¸a˜o permitir.
Na equac¸a˜o (2.60), a contribuic¸a˜o do estado inicial na normalizac¸a˜o deve englobar a
energia de uma outra part´ıcula e o vulume do espac¸o, V . O estado final permanece como
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foi feito acima, assim como a amplitude de espalhamento e a regra de ouro de Feynman.
A sec¸a˜o de choque diferencial e´ definida como
dσ =
P|i〉→{|f〉}
F
(2.66)
sendo F o fluxo de part´ıculas, que por sua vez pode ser escrito no referencial do centro
de massa como
F =
|~v1 − ~v2|
V
. (2.67)
O volume V gerado pela outra paricula cancela com o volume presente no fluxo, assim na˜o
ha´ problemas de infinitos. A sec¸a˜o de choque e´ a integral da sec¸a˜o de choque diferencial
sobre todo o espac¸o,
σ =
∫
1
4E1IE2I
|Afi|2
|~v1 − ~v2|(2pi)
4δ4(pi − pf )
∏[ 1
(2pi)3
d3pf
2Ef
]
i
(2.68)
2.4.4 Exemplo de Taxa de Decaimento e de Sec¸a˜o de choque
Considere o processo de decaimento de uma part´ıcula escalar em duas fermioˆnicas, estu-
dado no inicio desse capitulo. O ca´lculo da matriz S esta´ escrito na equac¸a˜o (2.54), e sua
matriz A fica
Asr = −igv¯αs (p1)uαr (p2). (2.69)
A matriz A na˜o e´ escalar e nem |A|2,
|Asr|2 = g2v¯αs (p1)uαr (p2)u¯βr (p2)vβs (p1) (2.70)
Portanto deve ser feito uma soma sobre todos os spins. Definimos enta˜o
〈|Asr|2|〉 = 1
2
∑
r,s
|Tsr|2.
=
g
2
∑
r,s
uαr (p2)u¯
β
r (p2)v
β
s (p1)v¯
α
s (p1)
=
g
2
(−/p2 +m)αβ(−/p1 −m)αβ. (2.71)
Para auxiliar o desenvolvimento dessa conta e de futuras, usaremos as variaveis de Man-
delston, definidas em [1], definida por
s = −(p1 + p2)2 = −(p′1 + p′2)2
t = −(p1 − p′1)2 = −(p2 − p′2)2
u = −(p1 − p′2)2 = −(p2 − p′1)2 (2.72)
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para o caso de interesse, p′21 = p
′2
2 = −m2, k2 = −M2 e vale so´ s = −k2 = −(p1 + p2)2.
Como o uso das variaveis de Mandelston, a equac¸a˜o (2.71) fica
〈|Asr|2|〉 = g
2
2
[s
2
+m(/p
′
1
− /p′2
]
(2.73)
subistituindo esse resultado na eq. (2.65), a taxa de decaimento fica
Γ =
g2
4M
[s
2
+m(/p
′
1
− /p′2)
] ∫
δ4(k − p′1 − p′2)
[
1
(2pi)2
d3p′1
2E ′1
d3p′2
2E ′2
]
(2.74)
Separando as deltas em parte dos 3-momentos e em energia, no referencial de repouso
~k = 0, uma das integrais em d3p e´ resolvida para p′1 = p
′
2
Γ =
g2
4M
s
2
∫
δ(E ′1 + E
′
2 −
√
s)
1
(2pi)2
|p′1|2dp′1dΩ(θ, φ)
4E ′1E
′
2
(2.75)
onde Ω(θ, φ) e´ o aˆngulo so´lido, restando a integrac¸a˜o em dp′1. Usando
∫
δ(f(x)) =∑
i |f ′(xi)|−1| ∫
δ(E ′1 + E
′
2 −
√
s)dp′1 =
E ′1E
′
2
|p′1|
√
s
(2.76)
temos
Γ =
g2
64pi
√
1− 4m
2
M2
. (2.77)
Foi usado que no referencial de repouso |p′1| = 12
√
s− 4m2.
Tratando agora de sec¸a˜o de choque na sua forma diferencial, executando o mesmo
ca´lculo para a taxa de decaimento,
dσ
1
64pi2s
|p′1|
|p1| |A|
2dΩ(θ, φ) (2.78)
Dada a amplitude de espalhamento calculada na equac¸a˜o (2.58) com as trocas de
variaveis de Mandelston com todos os spins somados
〈|Arr′ss′|2〉 = 1
4
∑
rr′ss′
|Arr′ss′|2
=
g4
4
∑
rr′ss′
[
(v¯αs (p2)u
α
r (p1))(u¯
β
r′(p
′
1)v
β
s′(p
′
2))
(M2 − s) −
(u¯αr′(p
′
1)u
α
r (p1))(v¯
β
s (p2)v
β
s′(p
′
2))
(M2 − t)
]
×
[
(v¯γs′(p
′
2)u
γ
r′(p
′
1))u¯
σ
r (p1)v
σ
s (p2))
(M2 − s) −
(v¯′γs′(p
′
2)v
γ
s (p2))(u¯
σ
r (p1)u
σ
r′(p
′
1))
(M2 − t)
]
(2.79)
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Em todos os termos havera´ uma soma nos ı´ndices dos campos αβγσ, configurando assim
um trac¸o completo ou produtos de trac¸os:
|Arr′ss′ |2 4
g4
=
Tr[ur′(p
′
1)u¯r′(p
′
1)vs′(p
′
2)v¯s′(p
′
2)]Tr[ur(p1)u¯r(p1)vs(p2)v¯s(p2)]
(M2 − s)2
+
Tr[ur′(p
′
1)u¯r′(p
′
1)ur(p1)u¯r(p1)]Tr[vs′(p
′
2)v¯s′(p
′
2)vs(p2)v¯s(p2)]
(M2 − t)2
− Tr[ur(p1)u¯r(p1)vs(p2)v¯s(p2)vs′(p
′
2)v¯s′(p
′
2)ur′(p
′
1)u¯r′(p
′
1)]
(M2 − t)(M2 − s)
− Tr[u¯r(p1)ur′(p
′
1)ur(p1)u¯r′(p
′
1)vs′(p
′
2)v¯s′(p
′
2)vs(p2)v¯s(p2)]
(M2 − s)(M2 − t) (2.80)
Substituindo em 〈|Arr′ss′ |〉, o somatorio e´ no indice de spin e o trac¸o no ı´ndice do campo.
Trocando a ordem de atuac¸a˜o dos dois, atuando primeiro o trac¸o, e usando em cada termo
as propriedades dos trac¸os encontrada em [?],
Tr[/p1/p2] = −4p1p2
Tr[/p1/p2/p3/p4] = −4[(p1p4)(p2p3)− (p1p3)(p2p4) + (p1p2)(p3p4)]
Tr
[∏
i
/pi
]
= 0, i = 1, 3, 5, 7, ... (2.81)
a equac¸a˜o (2.58) fica
〈|Arr′ss′ |2〉 = g4
[
(s− 4m2)2
(M2 − s)2 +
(t− 4m2)2
(M2 − t)2 +
st− 4m2u
(M2 − s)(M2 − t)
]
(2.82)
Por fim foi usada tambe´m a equac¸a˜o (2.72). Esse resultado expressa uma simetria na
troca de s→ t. Enta˜o a sec¸a˜o de choque diferencial fica
dσ =
g4
64pi2s
|p′1|
|p1|
[
(s− 4m2)2
(M2 − s)2 +
(t− 4m2)2
(M2 − t)2 +
st− 4m2u
(M2 − s)(M2 − t)
]
dΩ(θ, φ) (2.83)
2.5 Regularizac¸a˜o e Renormalizac¸a˜o
Alguns dos processos devem ser estudados com mais detalhes, e esse e´ o caso dos diagramas
do tipo 1-loop. Alguns desses diagramas da˜o contribuic¸o˜es infinitas quando calculadas as
suas amplitudes de espalhamento. Isso claramente e´ um problema, mas ha´ te´cnicas que
nos permitem remover esses infinitos respeitando a f´ısica.
Calcularemos algumas amplitudes, usaremos o processo de regularizac¸a˜o para identi-
ficar os infinitos e apresentaremos uma forma de os extrair, por meio da renormalizac¸a˜o.
Deste u´ltimo tiramos a lic¸a˜o mais importante da TQC: na˜o e´ suficiente comec¸armos com
teoria cla´ssica de campos e usar a quaˆntizac¸a˜o canoˆnica.
Com o uso da eq. 2.33, vamos exemplificar o ca´lculo de alguns diagramas em que uma
part´ıcula escalar de momento k propaga, sujeita a interac¸a˜o de Yukawa
: Hint :=: gψ¯
αψαφ : +
λ
24
: φ4 : .
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A matriz S fica
Sfi = 〈k′|S|k〉
=
∑
r
(−i)r
r!
〈k′|
[∫
d4xr
(
g : ψ¯αr(xr)ψαr(xr)φ(xr) : +
λ
24
: φ4(xr) :
)]r
|k〉
= 〈k′|k〉 − iλ
24
∫
d4x〈k′| : φ4(x) : |k〉
− g2
∫
d4x1d
4x2〈k′| : ψ¯α1(x1)ψα1(x1)φ(x1) :: ψ¯α2(x2)ψα2(x2)φ(x2) : |k〉+O(λ2, g4)
Sobre essa equac¸a˜o ha´ considerac¸o˜es a serem feitas:
i O termo 〈k′|k〉 na˜o contribui para a interac¸a˜o, ele resulta em uma func¸a˜o delta pro-
veniente da troca de aa† = [a, a†] + a†a que representa a conservac¸a˜o do 4-momento
do propagador livre;
ii Note que os termos de ordem g e gλ na˜o sa˜o mencionado, isso porque cada campo
escalar e´ proporcional a` soma de operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o. Para que hovesse
contribuic¸a˜o nessa ordem deveria ter uma forma combinato´ria de permanecer o mesmo
numero de a(k) e a†(k). Isso na˜o e´ possivel pois o numero de campos escalares e´ de
ordem impar φ e φ5, sempre ira´ sobrar um operador sem seu par. Esse pensamento se
estende para toda ordem que resulta em φi, com i sendo impar;
iii De forma geral sera´ usado o ordenamento normal afim de na˜o nos depararmos com
diagramas do tipo va´cuo. Esses diagramas representam a interac¸a˜o do va´cuo com ele
mesmo. Isso na˜o significa que eles na˜o existam no modelo, apenas va˜o ser deixados
de lado por na˜o serem importantes para a renormalizac¸a˜o da teoria. Em particular
deve-se deixar de usar esse artificio matematico em interac¸o˜es do tipo II, pois com os
processo de va´cuo outro processo tambe´m resultara´ em zero;
iv A soma e´ interrompida para ordens maiores que g2, pois o objetivo, a renormalizac¸a˜o,
necessita apenas de diagramas de 1-loop.
Analizando a primeira ordem de interac¸a˜o
II = − iλ
24
∫
d4x〈k′|φ4(x)|k〉
= − iλ
24
∫
d4x(2pi)3(2pi)3
√
2Ωk′2Ωk〈0|a(k′) : φ4(x) : a†(k)|0〉
como φ ∼ a†(k)+a(k), a contribuic¸a˜o vira´ das quantidades em que houver nu´meros iguais
de a(k) e a†(k)
II = − iλ
24
∫
d4xd3k1d
3k2d
3k3d
3k4
(2pi)3(2pi)3(2pi)3(2pi)3
(2pi)3(2pi)3
√
2Ωk′2Ωk√
2Ωk12Ωk2Ωk32Ωk4
× (4!)〈0|a(k′) [a†(k1)a(k2)a†(k3)a(k4)] a†(k)|0〉
× e−i(k1−k2+k3−k4)x (2.84)
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Para chegar nessa expressa˜o foi aberto todos os campos com 4-momentos distintos. Nesse
passo aparecem varias combinac¸o˜es dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o que na˜o da˜o
zeros. Mas sa˜o apenas permutac¸o˜es nos indices de k, contribuindo com iguais valores,
por isso o fator 4!. Utilizando a relac¸a˜o de comutadores, integrando em relac¸a˜o a x e
posteriormente em relac¸a˜o k1, k2 e k4 obtem-se
II = −iδ4(k − k′)λ
∫
d3k3
(2pi)4
1
2Ωk3
= −iδ4(k − k′)λ
∫
d4k3
(2pi)4
1
k23 +M
2
(2.85)
A parte da integral corresponde a um propagador que propaga de x e retorna a x. E´ um
caso particular do que foi visto na secc¸a˜o (2.2). Ainda e´ necessario o ca´lculo expl´ıcito
da integral, para ter em ma˜os a expressa˜o completa ate´ ordem O(g2) do propagador
pertubado. Sera´ preciso o conhecimento de novas tecnicas de ca´lculo. Para o caso III
III = −g
2
2
∫
d4x1d
4x2〈k′| : ψ¯α1(x1)ψα1(x1)φ(x1) :: ψ¯α2(x2)ψα2(x2)φ(x2) : |k〉
Como na˜o ha´ fe´rmionss externos, os internos devem contrair entre si. Usando a formula
de Dyson,
: ψ¯α1(x1)ψα1(x1)φ(x1) :: ψ¯
α2(x2)ψα2(x2)φ(x2) : = ψ¯
α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2)
+ ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2) : φ(x1)φ(x2) :
+ ψ¯α1(x1)ψα2(x2) : ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2) :
+ : ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯
α2(x2)φ(x1)φ(x2) :
Por causa das duas ultimas linhas terem o ordenamento normal nos fe´rmions, suas con-
tribuic¸a˜oes sa˜o zero. (Note que 〈0|a(k′) : b(k1)b†(k2) :=0.) A respeito do primeiro termo,
tem-se nu´meros multiplicando o propagador livre. Mais a` frente sera´ mostrado que isso
esta´ associado a processos desconectados. Desconsiderando esse processo, o u´nico termo
de interesse diferente de zero e´
III = −g
2
2
∫
d4x1d
4x2〈k′| : φ(x1)φ(x2) : |k〉 ψ¯α1(x1)ψα2(x2)ψα1(x1)ψ¯α2(x2)
= g2δ4(k − k′)
∫
d4l
(2pi)4
[−/l +m]α1α2
l2 +m2
[−( /l + k) +m]α2α1
(l + k)2 +m2
. (2.86)
Utilizando o apeˆndice A para I,II e III, chega-se nos diagramas da figura 2.5.
As integrais (2.85) e (2.86) apresentam singularidades quando o 3-momento e´ igual a
zero, |~p|2 = 0. E´ necessa´ario trocar o espac¸o de Minkowski para o espac¸o Euclidiano por
meio de uma rotac¸a˜o de Wick. A rotac¸a˜o de Wick consiste em fazer a troca da coordenada
temporal t para it. Logo
S2 = −t2 + |~x|2 → t2 + |~x|2
p2 = −m2 = −E2 + |~p|2 → E2 + |~p|2. (2.87)
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Figura 2.5: Diagrama pertubado ate´ O(λ, g2) do propagador escalar conectado
A consistencia dessa troca esta´ descrita no apeˆndice (). Os problemas esta˜o localizados
nas integrais
Πφ(k) = iλ
∫
d4q
(2pi)4
1
q2 +M2
(2.88)
Πψ(k) = ig
2
∫
d4l
(2pi)4
Tr
[−/l +m]
l2 +m2
[−( /l + k) +m]
(l + k)2 +m2
(2.89)
Uma forma de resolver essas integrais e´ tratando o problema em d-dimenso˜es e depois
voltarmos para d = 4. Esse me´todo de regularizac¸a˜o dimensional, que localiza o termo
divergente da integrac¸a˜o, sera´ descrito com detalhes.
No intuito de deixar nossos paraˆmetros g e λ adimensionais em d-dimenso˜es, fazemos
g → gµ˜ 2 (2.90)
λ → λµ˜ (2.91)
com  = d− 4 e µ2 = 4pie−γµ˜2. Usaremos as fo´rmulas retiradas do livro [1]∫
ddq
(2pi)d
(q2)a
(q2 + d)b
=
Γ(b− a− d
2
)Γ(a+ d
2
)
(4pi)
d
2 Γ(b)Γ(d
2
)
D−(b−a−
d
2
)
Γ(−n+ x) = (−1)
n
n!
1
x
+ ...
A

2 = 1 +

2
lnA+O(2) (2.92)
Note que para a primeira integral e´ suficiente coloca-la em d-dimenso˜es e aplicar direta-
mente as eq.(2.92)
Πφ(k
2) = iλµ˜
∫
ddq
(2pi)d
1
q2 +M2
= λµ˜
Γ(1− d
2
)Γ(d
2
)
(4pi)
d
2 Γ(1)Γ(d
2
)
D−(1−
d
2
)
=
λ
(2pi)2
[
1

+
1
2
− 1
2
ln
M2
µ2
]
M2 (2.93)
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O termo divergente 1

esta´ separado, e o pro´ximo passo e´ calcular os demais, e introdu-
zir na lagrangeana contratermos correspondentes. A segunda integral ainda precisa ser
modificada para se parecer com a fo´rmula (2.92). Seja a relac¸a˜o
1
l2 +m2
1
(p+ l)2 +m2
=
∫ ∞
0
dx1dx2e
−x1(l2+m2)−x2((k+l)2+m2) (2.94)
fazendo a troca de variaveis x1 = xt e x2 = t, o jacobiano e´ J=-t, com 0 < x < 1 e
0 < t <∞. Integrando em termos de t chega-se em
1
l2 +m2
1
(k + l)2 +m2
=
∫ 1
0
dx
[(1− x)(l2 +m2) + x((k + l)2 +m2)]2
=
∫ 1
0
dx
[(l + xk)2 + x(1− x)k2 +m2]
chamando
q = l + xp
D = x(1− x)k2 +m2. (2.95)
Colocando o numerador em termo de q, obtem-se:
N = Tr{(−/l +m)[−(/l + /k) +m]}
= Tr{/l(/l + /k) +m2]}
= −4[l(l + k) +m2]
= −4[q2 + q(−2xp+ k) +m2] (2.96)
O termo linear na˜o contribui com os ca´lculos futuros (termos de ordem O(qi), com
i=1,3,5...), por conta da fo´rmula (2.92). Ja´ em d dimenso˜es
Πψ(k) = −4ig2
∫ 1
0
dx
∫
ddq
(2pi)d
q2 +m2
(q2 +D)2
(2.97)
iΠψ(k) =
g2
4pi2
[
1

(k2 + 2m) +
k2
6
+m2 −
∫
dx(3x(1− x)k2 +m2) ln x(1− x)k
2 +m2
µ2
]
e´ noto´rio a contribuic¸a˜o infinita do momento k e da massa m, no primeiro termo dentro
dos colchetes. Agora resta indroduzir esses infinitos na lagrangeana como contratermos
com a func¸a˜o de cancela-los. Definimos enta˜o
Πct1loop(k
2) = −(Zφ − 1)k2 − (ZM − 1)M2. (2.98)
com
Zφ = 1− g
2
4pi2
(
1

+ finito
)
ZM = 1−
(
λ
16pi2
− g
2
4pi2
m2
M2
)(
1

+ finito
)
(2.99)
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Uma observac¸a˜o va´lida, em ZM contribui a primeira ordem de interac¸a˜o escalar e a se-
gunda ordem de interac¸a˜o fermioˆnica. No caso em que g → 0 os paraˆmetros de correc¸a˜o
Zφ e ZM passam a ser como a teoria escalar, assim com deve ser.
Voltado o olhar agora para o propagador fermioˆnico, especificamente de 1-loop, conec-
tado e 1PI, figura 2.5, repetimos o processo de regularizac¸a˜o dimensional. O diagrama da
p1
l + p
p2
l
figura 2.5 e´ a integral
δ4(p1 − p2)u¯αr1g2
∫
d4l
1
l2 +M2
−(/l + /p) +m
(l + p)2 +m2
uβr2. (2.100)
O denominador pode ser escrito da seguinte forma
1
l2 +M2
1
(p+ l)2 +m2
=
∫ 1
0
dx
[(l + xp)2 + x(1− x)p2 + xm2 + (1− x)M2]2
sendo que
q = l + xp
D = x(1− x)p2 + xm2 + (1− x)M2
N = −/q + (1− x)/p+m. (2.101)
Com N sendo o numerador, contribuindo apenas para ordem q0. Passando para d-
dimensa˜o, usando as fo´rmulas (2.92), fazendo d = 4 −  com  → 0 e integrando em
relac¸a˜o a x,
Σ1loop(/p) =
−g2
16pi2
{
1

(/p+ 2m)−
∫ 1
0
dx
[
(1− x) /p+m
]
ln
(
D
µ2
)}
(2.102)
Uma observac¸a˜o a respeito da parte finita. Para cada me´todo de regularizac¸a˜o usado no
ca´lculo (dimensional, M¯S, Pauli-Villars, etc) o resultado e´ diferente. Uma explicac¸a˜o para
isso e´ o fato de que qualquer constante somada a um nu´mero infinito permanece infinito.
Portanto podemos impor uma constante arbitra´ria a ser definida a partir de algumas
condic¸o˜es. Mais a` frente usaremos isso. A renormalizac¸a˜o essencialmente se constitui
em redefinirmos nossas massas, campos e paraˆmetros (g, λ). Para isso, fazemos uma
subtrac¸a˜o desses termos infinitos diretamente da lagrangeana inicial. Os chamaremos de
contra termos, e para esse diagrama podem ser escritos como
Σct1loop(/p) = −(Zψ − 1)/p− (Zm − 1)m. (2.103)
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Os fatores de renormalizac¸a˜o do campo e massa do fe´rmion fica
Zψ = 1− g
2
16pi2
(
1

+ finito
)
Zm = 1− g
2
8pi2
(
1

+ finito
)
, (2.104)
Foi feito aqui o ca´lculo de um dos diagramas de de propagador ate´ 1-loop. No apeˆndice A
esta˜o descritas as regras de Feynman, as quais fazem uma passagem direta do diagrama
para o resultado de Sfi. Assim precisaremos apenas nos preocupar em resolver as integrais
(se a esse diagrama estiver associado integrais), e pelo mesmo me´todo exposto anterior-
mente, fazendo o mesmo processo para todo os outros. Seguimos com o diagrama de 3
ve´rtices da figura 2.6. A representac¸a˜o matema´tica do loop da figura 2.6 em d-dimensa˜o
p2
p1
l + p1
l + p2
k
l
Figura 2.6: Diagrama de decaimento de φ→ ψ¯ψ em ordem g3.
e´
V
(3)
φ,ψ(p, p
′) = g3
∫
ddl
(2pi)d
1
l2 +M2
[−(/l + /p1) +m]
(l + p1)2 +m2
[−(/l + /p2) +m]
(l + p2)2 +m2
(2.105)
Para fazer o argumento da integral ficar da forma apresentrada na equac¸a˜o (2.92), sera´
usado uma formula geral
1
A1 · · ·An = (n− 1)!
∫ 1
0
dx1 · · · dxnδ(x1 + · · ·xn − 1)
[x1A1 + · · ·xnAn]2∫
dF3 = (n− 1)!
∫ 1
0
dx1 · · · dxnδ(x1 + · · ·xn − 1) = 1 (2.106)
Assim usando a equac¸a˜o (2.106) em (2.105)
V
(3)
φ,ψ(p, p
′) = g3
∫
dF3
∫
ddq
(2pi)d
N
(q2 +D)3
(2.107)
Considerando as seguintes trocas de variaveis
q = l + p1xx + p2x2
D = x1(1− x1)p1 + x2(1− x2)p2 + 2x1x2p1 · p2(x1 + x2)m2 + x3M2. (2.108)
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k1
k2
l + k1
l
l + k1 + k2
l + k1 + k2 − k4
k3
k4
Figura 2.7: Diagrama de espalhamento de particulas escalares em ordem g4
Figura 2.8: Diagrama de espalamento de particula escalar em ordem λ2
N e´ definido como numerador, fazendo a subistituic¸a˜o de q nele, chega-se em N = −q2 +
O(q). Ordem impares em q na˜o contribuem. Logo
V
(3)
φ,ψ(p, p
′) =
g3
8pi2
[
1

+ finita
]
(2.109)
Diferente dos contra-termos feitos para os propagadores, o ve´rtice e´ modificado inserindo
ordens maiores de g. A correc¸a˜o das contribuic¸a˜o de 1-loop no novo ve´rtice deve ser
iVφ,ψ(p, p
′) = iZgg + iV
(3)
φ,ψ(p, p
′) (2.110)
e enta˜o o fator de renormalizac¸a˜o fica
Zg = 1 +
g2
8pi2
(
1

+ finito
)
(2.111)
O 4-vertice e´ resultado do espalhamento φφ → φφ. Para esse modelo existem dois
tipos de 1-loop produzidos, um para ordem g4 (figura 2.7) e outro em λ2 (figura 2.8).
Para a ordem g4
g4
∫
d4l
(2pi)4
tr
{
[−/l +m]
l2 +m2
[−(/l + /k1) +m]
(l + k1)2 +m2
[−(/l + /k1 + /k2) +m]
(l + k1 + k2)2 +m2
[−(/l + /k1 + /k2 − /k3) +m]
(l + k1 + k2 − k3)2 +m2
}
.
(2.112)
Vale mencionar que tomando o trac¸o do numerador, e aplicando as trocas de variaveis
para resolver as integrais de Feynman, os unicos termos contribuintes sera˜o de ordem
O(q0, q2, q4), onde
q = l + k1x1 + k2x2 + k3x3 (2.113)
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mas os de ordem O(q0, q2) resultam finitos, assim na˜o ha´ interessse neles para a renorma-
lizac¸a˜o. A partir dessa ana´lise pode-se tomar os momentos externos iguais a zeros,
V
(4)
ψ1−loop = g
4
∫
d4q
(2pi)4
q4
(q2 +m2)4
. (2.114)
Para ordem λ2
V
(4)
φ1−loop = −λ2
∫
d4l
(2pi)4
1
(q2 +M2)
1
(l + k1 + k2)
. (2.115)
Usando para os dois ve´rtices o me´todo de regularizac¸a˜o dimensional, chega-se nos seguintes
resultados para o fator de renormalizac¸a˜o
Zλ = 1−
(
3λ
16pi2
− 3g
4
pi2λ
)(
1

+ finito
)
. (2.116)
Foi usado que ha´ seis maneiras de organizar as linhas externas no diagrama da figura 2.7
e treˆs maneira em 2.8.
Identificando todos esses diagramas de 1-loop, devemos fazer as correc¸o˜es na lagran-
geana inserindo alguns contra termos, a fim de conseguir cancelar esses termos pro-
blema´ticos. Enta˜o
Lr = L+ Lcont, (2.117)
com
Lct = i(Zψ−1)ψ¯γµ∂µψ+m(Zm−1)ψ¯ψ−1
2
(Zφ−1)∂µφ∂µφ−1
2
(ZM−1)M2φ2−gZgψ¯ψφ− λ
24
Zλφ
4.
Lr = iZψψ¯γµ∂µψ +mZmψ¯ψ − 1
2
Zφ∂µφ∂
µφ− 1
2
ZMM
2φ2 − gZgψ¯ψφ− λ
24
Zλφ
4.
A` medida que fazemos os ca´lculos dos diagramas com essa nova lagrangeana, devemos
utilizar a nova interac¸a˜o. Logo nossa matriz S tambe´m na˜o e´ a mesma. Dessa forma
aparecera˜o termos que, com nossos contra termos, ira˜o se cancelar.
No´s buscamos teorias renormaliza´veis, para que possamos resolver os problemas de
infinito. Mas nem todas teorias podem ser renomalizadas.
A medida que vamos avanc¸ando na expansa˜o da matriz S, ira˜o surgir diagramas cha-
mados de 1PR (one-particle Reducible). Sa˜o chamados assim porque podemos separar 1
diagrama em 2 ou mais, ao fazer um “corte” no propagador interno. Os diagramas de
nosso interesse sa˜o os diagramas 1PI (one-particle irreducible) e conectados.
2.6 Quebra de simetria
2.6.1 Paridade
Uma propriedade fundamental de uma TQC sa˜o as suas simetrias [1]. Para o modelo de
Yukawa real existe uma classe de transformac¸o˜es que na˜o modificam a lagrangeana. Por
exemplo a transformac¸a˜o U(1)
ψ → ψe(iq). (2.118)
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Essa simetria leva a` conservac¸a˜o de cargas. Agora imagine uma transformac¸a˜o que faz a
troca de ~x→ −~x. Um operador P que faz essa transformac¸a˜o tem um operador unita´rio
U(P )
U−1P ψ(x)UP = D(P )ψ(Px), P = diag(1,−1,−1,−1) (2.119)
Uma condic¸a˜o para esse operador e´ de fazer voltar a ser o que era o campo ao atuar
novamente,
U−2P ψ(x)U
2
P = D
2(P )ψ(Px), P = diag(1,−1,−1,−1) (2.120)
resultando em dois casos, onde D(P ) = 1 e´ o caso trivial, o operador na˜o efetua nenhuma
mudanc¸a. No outro caso D(P ) = −1. Claramente para o escalar φ(x) a transformac¸a˜o
e´ bem direta U−1P φ(x)UP = −φ(−x). Para ψ a ana´lisee deve ser pela expasa˜o do campo
livre, ja´ que atuar com o operador de paridade nos momentos resulta em U−1P ~PUP =
−~P . Mas nos operadores cri/ani ha´ uma dependeˆncia na direc¸a˜o do spin ±. Ao efetuar
novamente a paridade retornar, dessa vez na˜o e´ limitante aos numeros reais, o fator que
acoompanha a transformac¸a˜o e´ um numero complexo η, ja´ que os operadores tambe´m o
sa˜o. Dessa maneira atuando a paridade no campo fermioˆnico livre
U−1P ψ
α(x)UP ∼ ηbr(−p)uα(p)eipx + η∗d†r(−p)vα(p)e−ipx
= ηbr(p)u
α(−p)e−ipx + η∗d†r(p)vα(−p)eipx (2.121)
na passagem para a ultima linha foi feito a troca de ~p→ −~p. As exponenciais podem ser
reescritas com −px→ p(Px). E com o uso das relac¸o˜es
ur(−p) = γ0ur(p)
vr(−p) = −γ0vr(p) (2.122)
chega-se em
U−1P ψ
α(x)UP = iγ0ψ
α(Px)
U−1P ψ¯
α(x)UP = −iψ¯α(Px)γ0 (2.123)
com η = i.
Sabendo como todos os campos se transformam, pode-se aplicar a transformac¸a˜o de
paridade na lagrangeana (2.1)
L = ψ¯α (iγµ∂µ −m)ψα − 1
2
∂µφ∂µφ− 1
2
M2φ2 − gψ¯αψαφ− λ
24
φ4. (2.124)
E´ facil ver que somente o termo de interac¸a˜o gψ¯ψφ ao aplicar o operador paridade na˜o se
mantem invariante: ele muda de sinal para −gψ¯ψφ. Para contornar isso, pode-se definir o
termo de interac¸a˜o como sendo gψ¯(iγ5)ψφ, assegurando assim a paridade da lagrangeana.
No livro ([1]), para a teoria de Spin 1
2
, o autor insiste em seguir com os ca´lculos de
diagramas 1-loop com uma lagrangeana de simetria de paridade. Para efeito de contas,
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a mudanc¸a na˜o acarreta resultados distintos apresentados aqui, em se tratar de contra-
termos e renormalizac¸a˜o. Para uma breve visa˜o das mudanc¸as, basta olhar o exemplo do
propagador escalar em ordem (ig)2
(ig)2δ4(k − k′)
∫
d4l
(2pi)4
[−/l +m]αβ
l2 +m2
(γ5)
βγ [−( /l + k) +m]γσ
(l + k)2 +m2
(γ5)
σα. (2.125)
Apesar da contribuic¸a˜o de um fator negativo, diferente do calculado anteriormente, as γ5
atuando nos momentos contribuem com o mesmo fator nos termos que levam ao infinito.
Portanto os paraˆmetros Zs mantem suas estruturas.
Dito isso, o leitor deve atentar para o fato de que, na f´ısica, ha´ uma regra de que as
teorias, de maneira geral, obedecem as transformac¸o˜es CPT (Simetria de carga, temporal e
de paridade). Esse exemplo da exigencia para essa determinada simetria, vem do intuito
do autor estudar a TQC por um outro prisma. Diferente do que sera´ seguido nesse
trabalho, mas vale a citac¸a˜o para compriender a importancia que as simetria tem em uma
teoria.
2.6.2 Simetria quiral
Seja a lagrangeana (2.1), agora com a massa dos fe´rmions m→ 0
L = ψ¯αiγµ∂µψα − 1
2
∂µφ∂µφ− 1
2
M2φ2 − gψ¯αψαφ− λ
24
φ4, (2.126)
Aparece um tipo de simetria, chamada de simetria quiral, ao efetuar a troca de φ(x) →
−φ(−x) e ψ → γ5ψ (ψ¯ → −ψ¯γ5) [1][6]. Para os termos puramente escalares e´ visivel a
invariancia sob essas transformac¸o˜es. Para os outros, seguem as demonstrac¸o˜es:
ψ¯′∂µγµψ′ = −ψ¯γ5∂µγµγ5ψ = ψ¯∂µγµψ
ψ¯′ψ′φ′ = −ψ¯γ5γ5ψ(−φ) = ψ¯ψφ (2.127)
Para esse modelo de Yukawa-Higgs, o potencial e´
V(φ) = M
2
2
φ2(x) +
λ
24
φ4(x) (2.128)
com M2 < 0 e λ > 0. Temos dois va´cuos interagentes independentes e diferentes de zero,
localizados em
∂V(φ)
∂φ
= M2φ(x) +
λ
6
φ3(x) = 0
φ(x) =
(
6|M |2
λ
) 1
2
= ±v (2.129)
Os va´cuos sa˜o ligados por uma simetria de paridade, veja a figura 2.9. Se antes o va´cuo
tinha como valor esperado zero devido aos campos serem livres, em uma teoria interagente
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x
y
v−v
Figura 2.9: Gra´fico do potencial, onde os mı´nimos representam dois va´cuos independentes.
com potencial φ4 isso na˜o e´ mais verdade. Enta˜o
〈0; +|φ(x)|0; +〉 = +v
〈0;−|φ(x)|0;−〉 = −v
〈0;−|0; +〉 = 0. (2.130)
Quando escolhemos um dos va´cuos, a simetria deixa de existir, ela e´ quebrada.
Esse modelo e´ renormalizado e sua renormalizac¸a˜o e´ dada tomando o limite de m→ 0
nos fatores Z’s da renormalizac¸a˜o da teoria com massa. Logo a lagrangeana renormalizada
fica
Lr = iZψψ¯ /∂ψ − Zggψ¯ψφ− Zφ∂µφ(x)∂µφ(x)− ZMM
2
2
φ2(x)− Zλ λ
24
φ4(x). (2.131)
Na equac¸a˜o (2.126), pode-se definir uma translac¸a˜o nos campos a fim de estabelecer um
novo valor para o campo em que seu valor esperado deva valer zero. Definindo enta˜o
ρ(x) = φ(x) + v,
L = iψ¯ /∂ψ − gψ¯ψρ(x)− m˜ψ¯ψ − 1
2
∂µρ∂µρ+
M2ρ
2
ρ2 − 1
2
Mρλ
1
2ρ3 − 1
24
λρ4
A quebra de simetria traz um termo de interac¸a˜o escalar ρ3 e introduz a massa m˜ = gv aos
fe´rmions. Da´ para ver que nessa lagrangeana em termos do campo ρ na˜o ha´ as simetrias
com que iniciamos. A pergunta que se faz agora e´: sera´ que essa nova lagrangeana e´
renormaliza´vel? Se sim, e´ necessario calcular todos o diagramas de 1-loop para encontrar
os contra-termos? Existe um me´todo que impo˜e condic¸o˜es sobre a parte finita dos fatores
Zs que asseguram a renormalizac¸a˜o ja´ calculada da antiga lagrangeana com simetria exata.
Seja a equac¸a˜o (2.99) escrita como
ZM = 1− λ
16pi2
(
1

+KB.
)
Zλ = 1−
(
3λ
16pi2
− 3g
4
pi2λ
)(
1

+KC
)
.
Zg = 1 +
g2
8pi2
(
1

+KD
)
(2.132)
KB, KC e KD sa˜o as partes finitas. Para a regularizac¸a˜o (dimensional) feita, o valor delas
e´ bem definido. Com outras regularizac¸o˜es os valores tambe´m sa˜o bem definidos, mas
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Figura 2.10: Diagrama do campo escalar em s(1) = ρ3 fechando em 1-loop e s(1) = ρ.
Figura 2.11: Diagrama do campo escalar em s(1) = σ¯σρ fechando em 1-loop fermioˆnico.
diferentes. Para fins de renormalizac¸a˜o, na˜o ha´ diferenc¸as na escolha da regularizac¸a˜o, ja´
que o que se encontra sa˜o infinitos, e um valor infinito mais um finito sera´ sempre infinito.
O que se espera encontrar nesse processo de pernaneˆncia da renormalizac¸a˜o apo´s uma
quebra de simetria, e´ justamente uma relac¸a˜o entre os termos finitos.
Da equac¸a˜o (2.131), fazendo a troca para o campo ρ
L = iZψψ¯ /∂ψ − Zggψ¯ψ[ρ(x) + v]− Zφ1
2
∂µ[ρ(x) + v]∂
µ[ρ(x) + v]
+ ZM
|M |2
2
[ρ(x) + v]2(x)− Zλ λ
24
µ˜[ρ(x) + v]4(x)
= iZψψ¯ /∂ψ − Zggψ¯ψρ(x)− m˜ψ¯ψ − 1
2
Zφ∂
µρ∂µρ+
1
4
(ZM − 3Zλ)M2ρρ2
+
1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρρ−
1
6
Zλ(3λµ˜
)
1
2Mρρ
3 − 1
24
Zλλµ˜
ρ4 (2.133)
Apareceram interac¸o˜es de ordem ρ e ρ3. Temos tambe´m a massa do campo ψ, m˜ = Zggv.
Uma interac¸a˜o desse tipo faz com que o valor esperado do campo seja diferente de zero.
Mostraremos que de alguma maneira essas interac¸o˜es geram diagramas do tipo 1-loop e
se cancelam.
〈0|ρ(x)S1|0〉 = 1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρ
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉
+
1
6
Zλ(3λµ˜
)
1
2Mρ
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)ρ(y)ρ(y)|0〉
+ Zgg
∫
d4y〈0|ρ(x)ψ¯(y)ψ(y)ρ(y)|0〉 (2.134)
Cada integral representa diagramas expressos nas imagens abaixo
Todas esses interac¸o˜es esta˜o ligadas a propagac¸a˜o dos campos ρ finalizando no va´cuo.
Fazendo na segunda linha a contrac¸a˜o dos campos ρ em y, para o terceiro a contrac¸a˜o
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dos campos ψ em y. Assim podemos por em evideˆncia
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉.∫
d4y〈0|ψ¯(y)ψ(y)|0〉〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉 =
=
∫
d4y
∫
d4p
/p+mf
p2 +m2f
〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉
=
m3f
4pi2
[
2

− ln µ
2
m2f
]∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉 (2.135)
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)ρ(y)ρ(y)|0〉 =
=
∫
d4y
∫
d4k
1
k2 +M2ρ
〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉
= − 1
(4pi)2
[
2

+ 1 + ln
µ2
M2ρ
]
M2ρ
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉 (2.136)
Pondo em evidencia o termo comum a todos, para que o valor esperado seja zero basta
que
0 =
[
1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρ −
1
6
Zλ(3λµ˜
)
1
2
M3ρ
(4pi)2
[
2

+ 1 + ln
µ2
M2ρ
]
+ gZg
m˜3
4pi2
(
2

− ln µ
2
m˜2
)]
A renormalizac¸a˜o contempla ate´ o primeiro loop. Com isso as ordens a serem consideradas
devem ser O(λ, g
4
λ
). Colocando em evidencia o termo 1
2
(
3
λ
) 1
2 M3ρ e subistituindo mf = gv.
Deve-se considerar os fatores Zλ e Zg nos dois ultimos 1, pois para o resto cai em caso de
ordem maiores. Assim temos a condic¸a˜o necessa´ria para 〈0|ρS|0〉 = 0
KB − 3kC + 1 = ln
(
µ2
M2
)
− ln
(
µ2
m˜2
)
g4
λ2
. (2.137)
Esse resultado mostra que a constante KD para ordem 1-loop na˜o se encaixa nas condic¸o˜es.
Uma observac¸a˜o valida e´ que quando g → 0 a condic¸a˜o sobre os termos finitos bate com
o modelo escalar sem fe´rmions apresentado no apeˆndice C e [1].
2.7 Grupo de Renormalizac¸a˜o
Ao inve´s de trabalharmos com a lagrangeana renormalizada, podemos definir a lagrange-
ana “nua”, Lr
L = iψ¯0γµ∂
µψ0 +m0ψ¯0ψ0 − 1
2
∂µφ0∂
µφ0 − 1
2
M20φ
2
0 − g0ψ¯0ψ0φ0 −
λ
24
φ40.
e escrever seus termos em relac¸a˜o a lagrangeana renormalizada. Dessa maneira, fazemos
com que os “campos nus” devam ser independentes de µ, pois µ foi um termo introduzido
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para que consegu´ıssemos resolver os problemas dos infinitos (usamos eles para que os
paraˆmetros g e λ permanecessem adimensionais). Logo µ surge como consequeˆncia de um
me´todo de soluc¸a˜o, devendo enta˜o na˜o fazer parte dessa nossa L0. Vamos comparar L0
com Lr
ψ0 = Z
1
2
ψψ
φ0 = Z
1
2
φ φ
g0 = Z
− 1
2
φ Z
−1
ψ Zggµ˜

2
λ0 = Z
−2
φ Zλλµ˜

m0 = Z
−1
φ Zmm
M0 = Z
− 1
2
φ Z
1
2
MM. (2.138)
Pode-se definir
ln(Z
− 1
2
φ Z
−1
ψ Zg) =
∞∑
n=1
Gn(g, λ)
n
(2.139)
sendo que a aproximac¸a˜o sera´ feita ate´ a primeira ordem de 1, ja´ que a renormalizac¸a˜o
foi feita ate´ o 1-loop
−1
2
lnZφ − lnZψ + lnZg = −1
2
ln
[
1− g
2
4pi2
1

]
−
[
1− g
2
16pi2
1

]
+ ln
[
1 +
g2
8pi2
1

]
(2.140)
usando a expansa˜o em se´rie de Taylor
ln(1− x) =
∞∑
n=0
(−1)n
(n+ 1)
xn+1 (2.141)
Assim
G1(g, λ) =
5g2
16pi2
+O(g3) (2.142)
Para a equac¸a˜o em g0,
ln(g0) = ln(Z
− 1
2
φ Z
−1
ψ Zggµ˜

2 ) =
∞∑
n=1
Gn(g, λ)
n
+ ln g +

2
ln µ˜ (2.143)
como na˜o ha´ a dependeˆncia de µ, derivando em termo de µ o lado esquerdo da equac¸a˜o
deve ser zero
0 =
∞∑
n=0
[
g
∂Gn
∂µ
dg
dµ
+ g
∂G
∂λ
dλ
dµ
]
1

+
dg
d lnµ
+
1
2
g (2.144)
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Assim
dg
d lnµ
= −1
2
g + βg(g, λ)
βg(g, λ) = g
[
g
2
∂
∂g
+ λ
∂
∂λ
]
G1
=
5g3
16pi2
+O(g4) (2.145)
O mesmo raciocinio e´ feito para λ. Seja enta˜o a func¸a˜o logaritimica definida por uma
soma infinita
∞∑
n=1
Ln(g, λ)
n
= ln(Z−2φ Zλ)
L1(g, λ)

= −2 ln
[
1− g
2
4pi2
1

]
+ ln
[
1 +
3g2
λpi2
1

− 3λ
16pi2
1

]
=
3λ
16pi2
+
g2
2pi2
− 3g
4
pi2λ
(2.146)
a primeira ordem  que contribui devido ao lado direito da equac¸a˜o. Enta˜o a func¸a˜o beta
para λ fica
dλ
d lnµ
= −λ+ βg(g, λ)
βλ(g, λ) = λ
[
g
2
∂
∂g
+ λ
∂
∂λ
]
L1
=
3λ2
16pi2
+
λg
2pi2
− 3g
4
pi2
(2.147)
O pro´ximo a ser analisado sera´ o termo massivo m0. Considere
∞∑
n=1
Nn(g, λ)
n
= ln(Z−1φ Zm)
N1 = 3g
2
8pi2
(2.148)
derivando ln(m0) em relac¸a˜o a µ
0 =
∞∑
n=1
Nn(g, λ)
∂g
dg
d lnµ
+
Nn(g, λ)
∂λ
dλ
d lnµ
+
1
m
dm
d lnµ
(2.149)
utilizando a func¸a˜o beta, para n=1
γm(g) ≡ 1
m
dm
d lnµ
= −3g
2
8pi2
(2.150)
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onde e´ definida a dimensa˜o anoˆloma da massa m. Para a massa do campo escalar
M1 =
[
g2
8pi2
+
λ
32pi2
− g
2m2
8pi2M2
]
(2.151)
0 =
∑[∂Mn
∂g
dg
d lnµ
+
∂Mn
∂λ
dλ
d lnµ
+
∂Mn
∂m
dm
d lnµ
+
∂Mn
∂M
dM
d lnµ
]
+
1
M
dM
d lnµ
(2.152)
γM(g, λ,m,M) ≡ 1
M
dM
d lnµ
=
(
1− g
2m2
4pi2M2
)−1 [
− g
2
8pi2
− λ
32pi2
+
g2m2
4pi2M2
γm
]
(2.153)
O pro´ximo passo e´ reescrever os propagadores e os ve´rtices“nus” em termos dos renorma-
lizados. A exemplo disso seja o ve´rtice V0
V0(p
2) = Z
1
2
φZψV (p
2), (2.154)
aplicando o ln e derivando em relac¸a˜o a lnµ,
d
dlnµ
ln(V0(p
2)) =
1
2
d
dlnµ
ln(Zφ) +
d
dlnµ
ln(Zψ) +
d
dlnµ
ln(V (p2))
0 =
1
2
d
dlnµ
ln(Zφ) +
d
dlnµ
ln(Zψ)
+
1
V (p2)
[
∂
∂lnµ
+
d(g)
dlnµ
∂
∂g
+
d(λ)
dlnµ
∂
∂λ
+
d(m)
dlnµ
∂
∂m
+
d(M)
dlnµ
∂
∂M
]
.
Definindo as dimenso˜es anolomas dos campos
γφ ≡ 1
2
d lnZφ
d lnµ
=
g2
4pi2
,
γψ ≡ d lnZψ
d lnµ
=
g2
8pi2
. (2.155)
Chega-se na eq. de Callan-Symanzik[
∂
∂lnµ
+ βg
∂
∂g
+ βλ
∂
∂λ
+ γmm
∂
∂m
+ γMM
∂
∂M
+ 2γφ + γψ
]
V (p2) = 0. (2.156)
Aqui cabe uma observac¸a˜o, para g = 0 a equac¸a˜o passa a ser como o caso escalar. Note
tambem que a equac¸a˜o de Callan-Symanzik e´ encontrada para todos os proparadores e
ve´rtices. Para uma teoria de campos sem massas (m=0, M=0) e considerando as β′s = 0,
chegamos em uma teoria de campo conforme que apresenta simetria de dilatac¸a˜o:
V (p2) =
1
(p2)2γφ+γψ
. (2.157)
Feito isso, a equac¸a˜o Callan-Symanzik e´ uma ponte entre as teorias quaˆnticas de campos
e a teoria de campo conforme.
Cap´ıtulo 3
QES cont´ınua no modelo de
Yukawa-Higgs complexo
A teoria quaˆntica de campos e´ constru´ıda sobre o espac¸o-tempo de Minkowski, com si-
metrias do grupo de Poincare´ SO(3, 1) ⊗ T (4). Nesse grupo esta˜o presentes simetrias
associadas a translac¸a˜o, rotac¸a˜o e boosts (“rotac¸a˜o no espac¸o-tempo”). Por serem propri-
edades do espac¸o-tempo, essas simetrias ligadas ao espac¸o-tempo devem existir indepen-
dentemente do modelo. Ale´m das simetrias de Poincare´, cada TQC possui um conjunto
de simetrias internas — transformac¸o˜es espec´ıficas dos campos que deixam a ac¸a˜o inva-
riante, e levam a diferentes tipos de cargas conservadas. Pode ocorrer que alguns va´cuos
na˜o sejam invariantes sob as transformac¸o˜es das simetrias internas que preservam a ac¸a˜o.
Quando os campos esta˜o nesses va´cuos, diz-se que houve uma ‘quebra espontaˆnea de
simetria (QES)’.
3.1 Modelo de Yukawa Complexo
Nesse cap´ıtulo, desejamos estudar a QES em um modelo de Yukawa que e´ uma gene-
ralizac¸a˜o do modelo estudado no cap´ıtulo anterior. Agora, temos um campo escalar
complexo φ. Acrescentamos a condic¸a˜o de o campo ψ na˜o possuir massa, por ser de nosso
interesse. Temos a lagrangeana
L = iψ¯αγµ∂µψα−∂µφ∂µφ¯−M2φφ¯−g
√
2
2
ψ¯α
[
(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯
]
αβ
ψβ−λ
4
(φφ¯)2, (3.1)
apresenta novas simetrias internas, algo como uma “carga” quiral. Esse modelo e´ estudado
no artigo [4] publicado em 2017, com um foco diferente do que vamos tratar na nossa
dissertac¸a˜o, mas dando um ind´ıcio de que o assunto e´ atual.
A nova lagrangeana possui uma simetria dada pela combinac¸a˜o de cargas escalares e
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cargas fermioˆnicas. E´ poss´ıvel ver essa simetria fazendo as seguintes transformac¸o˜es:
ψ → e−iγ5αψ
ψ¯ → ψ¯e−iγ5α
φ → e2iαφ
φ¯ → e−2iαφ¯, (3.2)
e substituindo na lagrangeana acima. E´ direta a compreensa˜o de que os termos cine´tico,
massivo e de interac¸a˜o do campo escalar complexo se manteˆm invariantes. Vamos nos
ater a mostrar os demais. Primeiro
ψ¯′αγµ∂µψ′α = ψ¯αe−iγ5αγµ∂µe−iγ5αψα
= ψ¯αe−iγ5αγµ
(
1− γ5α + 1
2
(γ5α)
2 − ...
)
∂µψ
α
= ψ¯αe−iγ5α
(
1 + γ5α +
1
2
(γ5α)
2 + ...
)
γµψα
= ψ¯αγµ∂µψ
α (3.3)
Usamos nesse ca´lculo a propriedade γµγ5 = −γ5γµ, e vimos que esse termo se mante´m
invariante. Agora,
gψ¯′ (1 + γ5)φ′ψ′ = gψ¯e−iγ5α (1 + γ5) e−iγ5αψe2iαφ
= gψ¯ (1 + γ5) e
2iα(1−γ5)ψφ
= gψ¯ (1 + γ5)
(
1 + (1− γ5) + 1
2
(1− γ5)2 + ...
)
ψφ
= gψ¯ (1 + γ5)φψ (3.4)
Para chegar neste resultado basta usar que (1±γ5)n = 2(n−1)(1±γ5)e (1+γ5)(1−γ5) = 0.
Temos enta˜o a demostrac¸a˜o que L′ = L. Os campos desse modelo expandido em se´rie de
Fourier assumem as formas
φ(x) =
∫
d3k
(2pi)3(2Ω)
1
2
(
a(k)eikx + c†(k)e−ikx
)
φ¯(x) =
∫
d3k
(2pi)3(2Ω)
1
2
(
a†(k)e−ikx + c(k)e−ikx
)
ψα(x) =
2∑
r=1
∫
d3k
(2pi)3(2ω)
1
2
(
br(k)u
αeikx + d†r(k)v
αe−ikx
)
ψ¯α(x) =
2∑
r=1
∫
d3k
(2pi)3(2ω)
1
2
(
b†r(k)u¯
αe−ikx + dr(k)v¯αeikx
)
. (3.5)
A introduc¸a˜o do campo complexo vem acompanhada de uma nova relac¸a˜o de comutac¸a˜o
associada ao operador c(k). Diferente do modelo Yukawa real, no setor escalar agora
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p1
p2
k
(1− γ5)
p1
p2
k
(1 + γ5)
Figura 3.1: Diagrama decaimento φ→ ψ¯ψ e φ¯→ ψ¯ψ.
g− g+
Figura 3.2: Diagrama espalhamento ψ¯ψ → ψ¯ψ.
ha´ uma simetria U(1), ligada a` carga de part´ıculas e anti-part´ıculas. Os fe´rmions na˜o
tem massa, e isso causa uma se´rie de consequeˆncia na estruturac¸a˜o da expansa˜o de Fou-
rier, abordadas no apeˆndice C. O propagador livre para fe´rmions se mantem ideˆntico ao
calculado no apeˆndice B. E para os escalares
DF (x− y) = 〈0|T (φ¯(x)φ(y))|0〉 = i
∫
d4p
(2pi)4
1
p2 +M2 − ie
ip(x−y).
3.2 Ca´lculo dos diagramas 1-loop
Para ser poss´ıvel o uso das regras de Feynman e´ necessario o ca´lculo do ve´rtice de Yukawa
complexo. Seja o processo de decaimento de uma part´ıcula escalar
Sfi ∼ 〈0|a(k) : ψ¯α1
[
(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯
]
α1β1
ψβ1 : b†r(p1)d
†
s(p2)|0〉
por causa de a(k), a contribuic¸a˜o vem de φ¯. Fazendo a expansa˜o dos campos e usando as
regras de comutac¸a˜o
Sfi = ig
√
2
2
δ4(k − p1 − p2)u¯αr (1− γ5)αβuβs (3.6)
ja´ com os fatores omitidos anteriormente. Perceba que existem duas maneiras de ocorrer
o decaimento escalar, seja pela part´ıcula ou anti-part´ıcula. Para isso sa˜o definidos dois
tipos de diagramas de Feynman. Veja a figura 3.1. E´ relevante observar que no caso com
2 para 2 fe´rmions (conectado), o propagador interno tem que ser ligado aos ve´rtices com
γ5 com sinais diferentes caso contra´rio o diagrama tem valor zero. Veja figura 3.2.
Nossa intenc¸a˜o e´ reproduzir o que foi feito anteriormente no modelo de Yukawa real.
Para comec¸ar, sera´ feito o ca´lculo do propagador escalar ate´ ordem r=2. Seja a interac¸a˜o
dada por
: Hint :=: g
√
2
2
ψ¯α
[
(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯
]
αβ
ψβ : + :
λ
4
(φφ¯)2 :
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A matriz S fica
Sfi =
2∑
r=0
(−i)r
r!
〈k′|
[∫
d4xr
(
: g
√
2
2
ψ¯α
[
(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯
]
αβ
ψβ : + :
λ
4
(φφ¯)2 :
)]r
|k〉
= 〈k′|k〉 − iλ
4
∫
d4x〈k′| : (φφ¯)2 : |k〉
− g
2
2
∫
d4x1d
4x2〈k′| : ψ¯α
[
(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯
]
αβ
ψβ :
× : ψ¯α [(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯]αβ ψβ : |k〉.
Como visto no capitulo 2, o primeiro termo da expansa˜o corresponde ao propagador
livre. A diferenc¸a aqui e´ que na˜o foi definida a part´ıcula (a(k)), podendo ser tambe´m
a anti-part´ıcula c(k). Para fins de ca´lculos, e´ indiferente qual operador esta´ criando ou
aniquilando. Note que para o propagador livre o resultado sera´ uma func¸a˜o delta para
ambos
〈k′|k〉 =
√
4ΩkΩk′〈0|a(k′)a†(k)|0〉 = 2Ωkδ3(k − k′) (3.7)
〈k′|k〉 =
√
4ΩkΩk′〈0|c(k′)c†(k)|0〉 = 2Ωkδ3(k − k′). (3.8)
Para a interac¸a˜o de ordem λ, com a propagac¸a˜o de part´ıculas, temos um par de operadores
cri/ani que deve se arranjar com um par de campos. Existem duas formas de isso ser feito,
sobrando assim dois campos internos que devem se agrupar a fim de se ter numeros iguais
de aniquilac¸a˜o e criac¸a˜o
I¯I = −iλ
4
∫
d4xd3k1d
3k2d
3k3d
3k4
(2pi)3(2pi)3(2pi)3(2pi)3
(2pi)3(2pi)3
√
2Ωk′2Ωk√
2Ωk12Ωk2Ωk32Ωk4
× (2)〈0|a(k′) [a†(k1)a(k2)a†(k3)a(k4) + a†(k1)c(k2)c†(k3)a(k4)] a†(k)|0〉
× e−i(k1−k2+k3−k4)x (3.9)
Ambos os termos no colchetes contribuem com mesmo valor, ocasionando um fator de 4
que cancela com o denominador. O resultado e´ ideˆntico ao caculado no cap 2
II = −iλ
∫
d4k
(2pi)4
1
k2 +M2
. (3.10)
Para a ordem de interac¸a˜o g2, sera´ necessario calcular a seguinte expressa˜o
〈0|a(k′) : ψ¯α1 [(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯]α1β1 ψβ1 :: ψ¯α2 [(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯]α2β2 ψβ2 : a†(k)|0〉
como toda contribuic¸a˜o na˜o nula vem das combinac¸o˜es em que ha´ o mesmo numero de
a(k) e de a†(k), apenas os termos cruzados importam. Os dois termos cruzados resultam
nos mesmos valores
〈0|a(k′) : ψ¯α1 (1 + γ5)α1β1 φψβ1 :: ψ¯α2 (1− γ5)α2β2 φ¯ψβ2 : a†(k)|0〉
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l − p1
l + p2
l
g+
g−
g±
Figura 3.3: Diagrama 3-ve´rtice complexo sem as pernas externas.
Ainda restam va´rias combinac¸o˜es a se considerar, mas pelo criterio de se considerar so-
mente diagramas de 1-loop conectados seve ser feito a contrac¸a˜o dos campo fermioˆnicos.
Assim sobram os campos escalares dentro do ordenamento normal:
〈0|a(k′) : φ(x)φ¯(y) : a†(k)|0〉 (1 + γ5)α1β1 (1− γ5)α2β2 ψ¯α1ψβ2 ψ¯α2ψβ1
Logo, subistituindo esse resultado na ordem g2, ja´ aplicando a expansa˜o dos campos
escalares e introduzindo as energias provenientes da atuac¸a˜o dos operadores cri/ani no
va´cuo,
¯III =
g2
2
δ4(k − k′)
∫
d4l
(2pi)4
(1 + γ5)α1β1
−/lα1β2
l2
(1− γ5)α2β2
−(/l + k)α2β1
(l + k)2
=
g2
2
δ4(k − k′)
∫
d4l
(2pi)4
Tr
[
(1 + γ5)
−/l
l2
(1− γ5) −(
/l + k)
(l + k)2
]
(3.11)
Foi usado que a matriz γ5 e´ simetrica, assim configurando o trac¸o. Agora sera´ usado que
(1 + γ5)/l(1− γ5) = 2(1 + γ5)/l e tr(γ5/l) = 0. Enta˜o
¯III = g2δ4(k − k′)
∫
d4l
(2pi)4
Tr
[
/l
l2
(/l + k)
(l + k)2
]
(3.12)
Existe uma diferenc¸a expl´ıcita dessa integral para a massa do processo no cap.2, que
permanece ate´ o fim do ca´lculo. Basta olhar o limite m→ 0 em (2.97)
iΠψ(k) =
g2
4pi2
[
1

k2 +
k2
6
−
∫
3x(1− x)k2 ln x(1− x)k
2
µ2
]
dx. (3.13)
Para o decaimento em ordem g3, sera´ feito o ca´lculo de maneira diferente. Utilizando
a discussa˜o sobre o ve´rtice, sabe-se que a contribuic¸a˜o na˜o nula vem da ligac¸a˜o do pro-
pagador escalar interno por g− −→ g+, na figura 3.3, onde omitimos as pernas por na˜o
serem relevantes para o ca´lculo. O fator g± representa que nesse ponto cabe ambos os g’s.
Iniciando a estruturac¸a˜o do resultado do diagrama em g+ ate´ retornar a ele,
V¯ (p1, p2) ∼ g3
∫
d4l(1 + γ5)αβ
1
l2 +M2
(1− γ5)βγ
(/l + /p2)γσ
(l + p2)2
(1± γ5)σθ
(/l − /p1)θρ
(l − p1)2 (3.14)
observe que as pontas aparentam estar com indices livres, mas ha´ uma soma nos termos
das pernas. Essa conta e´ finalizada analizando os treˆs primeiros termos. O propagador
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l + k1
l
l + k1 + k2
l + k1 + k2 − k4
g+
g−
g−
g+
Figura 3.4: Diagrama 4-ve´rtice complexo sem as pernas externas.
escalar na˜o tem indice enta˜o podemos fazer a troca de posic¸a˜o com as matrizes sem
modifica-las. Sobrando assim a expressa˜o
(1 + γ5)αβ(1− γ5)βγ = 0αγ. (3.15)
Esse resultado representa a na˜o-renormalizac¸a˜o do paraˆmetro g. Ele na˜o contribui com
termos infinitos, assim na˜o ha´ a necessidade de introduzir na lagrangeana o contratermo.
Novamente o ca´lculo sera´ feito considerando o 1-loop de ordem (g4) sem as pernas.
Ver figura 3.4. Necessariamente, os propagadores fermioˆnicos tambe´m deve ser ligados
por g+ −→ g−. Esse argumento foi usado para calcular ¯III,
V¯ψ(g) =
1
4
∫
d4l
(2pi)4
tr
{
/l
l2
g+
(/l + /k1)
(l + k1)2
g−
(/l + /k1 + /k2)
(l + k1 + k2)2
g+
(/l + /k1 + /k2 − /k3)
(l + k1 + k2 − k3)2 g−
}
Usando a te´cnica apresentada no Cap.2 para a regularizac¸a˜o dimensional. Calculando por
partes, comec¸ando com o numerador
N = Tr
{
/lg+(/l + /k1)g−(/l + /k1 + /k2)g+(/l + /k1 + /k2 − /k3)g−
}
= 4gTr
{
(1 + γ5)/l(/l + /k1)(/l + /k1 + /k2)(/l + /k1 + /k2 − /k3)
}
= 4gTr
{
/l(/l + /k1)(/l + /k1 + /k2)(/l + /k1 + /k2 − /k3)
}
(3.16)
substituindo esse resultado em V¯ψ(g), obtem-se a mesma integral ja´ calculada no Cap.2
com m→ 0.
Todos esses ca´lculos levam a resultados similares com o modelo de Yukawa real. Ate´
o limite calcualdo em 1-loop, o modelo complexo e´ renormalizado, com os seguintes con-
3.2. CA´LCULO DOS DIAGRAMAS 1-LOOP 51
tratermos
Π¯φ(k
2) =
λ
16pi2
(
1

+ finito
)
M2
Π¯ψ(k
2) = − g
2
4pi2
(
1

k2 + finito
)
Σ¯1loop(/p) = − g
2
16pi2
(
1

/p+ finito
)
V¯ φ4 =
3λ2
16pi2
(
1

+ finito
)
V¯ ψ4 =
3g4
pi2
(
1

+ finito
)
(3.17)
O resultado mais expressivo desse modelo e´ o de V3(p1, p2) = 0. A lagrangeana renorma-
lizada e´
L = iZψψ¯αγµ∂µψα − Zφ∂µφ∂µφ¯− ZMM2φφ¯
− g
√
2
2
ψ¯α
[
(1 + γ5)φ+ (1− γ5) φ¯
]
αβ
ψβ − Zλλ
4
(φφ¯)2. (3.18)
O modelo passou pelo me´todo da regularizac¸a˜o para definir seus contra-termos e em
seguida os fatores Z’s da sua renormalizac¸a˜o.
3.2.1 Taxa de Decaimento
A aplitude de decaimento de uma part´ıcula escalar em duas fermioˆnicas para esse modelo
e´
Ars = ig
√
2
2
v¯αr (p1)(1− γ5)αβuβs (p2) (3.19)
Para o ca´lculo do decaimento precisamos do modulo ao quadrado da soma sobre todos os
spins dessa quantidade
〈|Ars|2〉 = 1
2
∑
rs
g2
2
(1− γ5)αβuβs (p2)u¯γr (p2)(1 + γ5)γσvσs (p1)v¯αr (p1)
=
g2
4
Tr[(1− γ5)(−/p2)(1 + γ5)(−/p1)]
=
g2
2
Tr[(1− γ5)/p2/p1]. (3.20)
No ca´lculo do modulo e´ usada a relac¸a˜o A∗ = A¯, seja
A = v¯Tu
A¯ = u¯T¯ v (3.21)
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T uma matriz, vale a relac¸a˜o T¯ = γ0Tγ0. Por isso a troca de sinal na matriz γ5. Nesse
ponto note que o trac¸o de γ5 = 0, por causa da ausencia da massa /p2/p1 = −4p2p1 = s,
assim a taxa de decaimento fica
Γ =
g2
√
s
64pi
(3.22)
assim como o encontrado para o modelo de Yukawa-Higgs real, para obter a taxa de
decaimento para esse modelo bastava fazer o limite de m→ 0 na equac¸a˜o (2.77).
Cap´ıtulo 4
QES quiral cont´ınua e fase de Higgs
A quebra de simetria espoˆntanea no modelo complexo gera um novo modelo com novos
campos e outras interac¸o˜es. Esse capitulo tera´ como foco investigar a renormalizac¸a˜o de
suas componentes. Dada a quebra de simetria quiral cont´ınua do modelo de Yukawa-
Higgs complexo mom a massa M2 < 0 e o paraˆmetro λ > 0 no modelo de Yukawa-Higgs
complexo, tem-se dois valores minimos para o potencial diferente de zero,
v = ±
√
4|M |2
λ
eiα. (4.1)
Novamente ao escolher o vacuo desejado a simetria quiral passa a na˜o existir. O fator ex-
ponecial representa uma fase, vinda dos campos complexos, sinalizando que nesse modelo
na˜o trata-se de apenas dois estados de vacuo mais sim de infinitos. Parametrizamos os
campos com
φ(x) =
1
2
(v + ρ(x))e2i
pi(x)
v
ψ(x) = e−i
pi(x)
v
γ5σ(x) (4.2)
sendo ρ, pi e σ novos campos. A lagrangeana fica
L = −σ¯α(/∂ +mf )σα − gρσ¯ασα + i
2
√
λ
M2ρ
(∂µpi)σ¯
α(γµγ5)αβσβ
− 1
2
∂µρ∂µρ− 1
2
(
1− λ
Mρ
ρ
)2
∂µpi∂µpi − 1
2
M2ρρ
2 − Mρ
2
√
λρ3 − λ
16
ρ4, (4.3)
a massa do campo ρ(x) e´ M2ρ = 4M
2 e o campo de Goldstone e´ pi(x). Esse novo modelo
tem componente de interac¸o˜es do tipo escalar massivo, onde as interac¸o˜es sa˜o de ordem
qua´rtica e cu´bica. Essa u´ltima e´ a novidade encontrada nesse trabalho. O novo campo
spinorial σ e´ massivo e sua massa e´ dependente dos paraˆmetros de interac¸o˜es. O campo pi e´
na˜o massivo e escalar, e os termos de interac¸o˜es sa˜o seus momentos conjugados mesclados
com os escalares ρ, dando forma a interac¸o˜es de 3-ve´rtices e 4-ve´rtices, e mescladas com
σ.
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Apesar da quebra de simetria quiral, esse novo modelo tem uma simetria remanescente.
Fazendo a transformac¸a˜o
pi′(x) = pi(x) + const (4.4)
a lagrangeana se mante´m invariante.
4.1 Campos livres no novo modelo
A cada campo esta˜o associados operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o
ρ(x) =
∫
d3k
(2pi)3(2Ω)
1
2
(
a(k)eikx + a†(k)e−ikx
)
Π(x) =
∫
d3k
(2pi)3(2E)
1
2
(
c(k)eikx + c†(k)e−ikx
)
σα(x) =
2∑
r=1
∫
d3k
(2pi)3(2ω)
1
2
(
br(k)u
αeikx + d†r(k)v
αe−ikx
)
σ¯α(x) =
2∑
r=1
∫
d3k
(2pi)3(2ω)
1
2
(
b†r(k)u¯
αe−ikx + dr(k)v¯αeikx
)
. (4.5)
Os propagadores dos campos ρ e σ na˜o precsiam ser refeitos, ja´ que assumem a forma dos
propagadores de φ e ψ. Para pi vale um adendo, apesar de ser escalar e se assemelhar a φ
DF (x− y) = 〈0|T (pi(x)pi(y))|0〉 = i
∫
d4p
(2pi)4
1
p2 − ie
ip(x−y).
para efeitos de interac¸o˜es, o que importara´ sera˜o os momentos conjugados
∂x∂yDF (x− y) = ∂x∂y〈0|T (pi(x)pi(y))|0〉 = i
∫
d4p
(2pi)4
p2
p2 − ie
ip(x−y).
Agora sera˜o feitos os ca´lculos de todos os novos ve´rtices que dara´ a relac¸a˜o das regras de
Feynman.
4.2 Regularizac¸a˜o e Renormalizac¸a˜o
Essa sec¸a˜o tem o intuito de calcular as amplitudes de espalhamento dos propagadores e
dos vertices em 1-loop, para assim ser poss´ıvel a renormalizac¸a˜o do modelo. O me´todo
escolhido e´ o mesmo estudado nos capitulos anteriores. Primeiro identifica-se dos termos
infinitos, separa-se dos finitos para assim definir os contra-termos necessarios na lagran-
geana.
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Figura 4.1: (a)Decaimento pi → σ¯σ; (b)Decaimento ρ→ pipi; (c)Espalhamento pipi → ρρ.
4.2.1 Propagadores
Considere o decaimento da part´ıcula pi em part´ıculas σ
Sfi = − i
2
√
λ
M2ρ
〈0|c(k) : (∂µpi)σ¯α(γµγ5)αβσβ : b†r(p1)d†s(p2)|0〉
= − i
2
√
λ
M2ρ
uαs (k
µγµγ5)αβu
β
r δ
4(k − p1 − p2) (4.6)
Esse ve´rtice se encontra desenhado na figura 4.1(a) Para a renormalizac¸a˜o do campo pi,
deve-se calcular seu propagador perturbado. Enta˜o a matriz S
Sfi ∼ 〈k′|k〉 −
∫
d4x〈k′|(∂pi(x)φ(x))2|k〉
−
∫
d4x1d
4x2〈k′| : (∂µpi)σ¯α(γµγ5)αβσβ :: (∂µpi)σ¯α(γµγ5)αβσβ : |k〉
−
∫
d4x1d
4x2〈k′| : ρ(x)∂µpi(x)∂µpi(x) :: ρ(y)∂µpi(y)∂µpi(y) : |k〉. (4.7)
A matriz S esta´ aproximada, pois os resultados que sera˜o obtidos de todas as interac¸o˜es
ate´ 1-loop sa˜o zeros. Comec¸ando com o que seria o diagrama de primeira ordem:
I =
∫
d4x〈0|c(k′)(∂pi(x)φ(x))2c†(k)|0〉 (4.8)
A unica opc¸a˜o que na˜o e´ visivelmente zero e´ a contrac¸a˜o dos campos φ. Para cada campo
pi deve cair um termo de momento, por causa da derivada. Esses termos esta˜o somados,
e resulta em
I =
k1
l
k2
= (kµ1kµ2)δ
4(k1 − k2)
∫
d4q
(2pi)4
1
q2 +M2
(4.9)
sabe-se que k2 = 0, logo I = 0.
Para a proxima interac¸a˜o, temos
II =
∫
d4x1d
4x2〈0|c(k1) : ρ(x)∂µpi(x)∂µpi(x) :: ρ(y)∂µpi(y)∂µpi(y) : c†(k2)|0〉
=
∫
d4x1d
4x2〈0|c(k1) : ∂µpi(x)∂µpi(y) : c†(k2)|0〉 ∂µpi(x)∂µpi(y) ρ(x)ρ(y)
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no calculo acima foi usado a regra de Dyson para chegar na u´nica expressa˜o de diagrama
conectado. Para cada momento de pi no ordenamento normal, esta´ somado a um momento
do propagador
II =
k1
k + l
k2
l
=
∫
d4q
(2pi)2
lµkµ1l
νkν1
l2
1
(l + k1)2 +M
(4.10)
o denominador dessa integral de Feynman ja´ foi resolvido no Cap.2 para m 6= 0. Tomando
m = 0
q = l + xk1
D = M2. (4.11)
Enta˜o
II =
∫ 1
0
dx
∫
d4q
(2pi)2
(q − xk1)µkµ1(q − xk1)νkν1
(q2 +D)2
(4.12)
com (k1)
2 = 0, chegra-se em um numerador N = qµqν . Para efetuar a relac¸a˜o da eq.
(2.92), deve-se por esse numerador como polinomio de exponte par. Considere a derivada
total
∂νq
qµ
(q2 +D)
= ηµν
1
q2 +D
− q
µqν
(q2 +D)2
(4.13)
Substituindo em II, o termo de derivada total e´ uma integral de Gauss, e por sua vez e´
zero. O termo que leva o ηµν tambe´m e´ zero pelo fato de que ηµνkµ1kν1 = 0.
O u´ltimo diagrama contribuinte para o propagador interagente sera´ calculado com o
uso direto das regras de Feynman. Como o loop e´ fechado em propagador fermionico,
deve haver um trac¸o nos momentos: para cada linha externa um momento somado aos
momentos internos, acompanhado de (γ5γ
0). Por conservac¸a˜o dos momentos, deve-se
inserir a func¸a˜o delta,
III =
k1
k + l
k2
l
∼
∫
d4q
(2pi)2
Tr
[−/l +m
l2 +m2
(γ5 /k1)
[−(/l + /k1) +m]
(l + k1)2 +m2
(γ5 /k1)
]
. (4.14)
Com o uso das propriedades de trac¸os, ja´ descartando os que contem a contribuic¸a˜o de
momento impar, o numerador fica
N = Tr[/l /k1(/l + /k1) /k1]
= 8lµkµ1l
νkν1 (4.15)
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As propriedades de trac¸o esta˜o explicitadas no livro [1]. A integral de Feynman fica∫ 1
0
dx
∫
d4q
(2pi)4
qµkµ1q
νkν1
(q2 +m2)2
, q = l + xk1, D = m
2 (4.16)
resultando tambe´m em zero. Dessa maneira chega-se a conclusa˜o que o campo de Golds-
tone pi na˜o necessita de renormalizac¸a˜o.
O propagador escalar ρ agora vem com a contribuic¸a˜o de dois novos diagramas de
1-loop, dois diagramas identicos aos ja´ estudados. Para ordem λ, temos um diagrama
composto por linhas externas ligadas a um ponto e a um u´nico loop,
k1
l
k2
= −iδ4(k − k′)3λ
2
∫
d4l
(2pi)4
1
l2 +M2ρ
(4.17)
Usando como base o calculo feito no Cap.2, chega-se na relac¸a˜o
Πρ =
3
2
Πφ
=
3
2
λ
(2pi)2
[
1

+
1
2
− 1
2
ln
M2
µ2
]
M2. (4.18)
Para ordem g2, o ca´lculo do diagrama e´ igual aos vistos na equac¸a˜o (2.89)
k1
k + l
k2
l
= g2δ4(k − k′)
∫
d4l
(2pi)4
Tr
[−/l +m]
l2 +m2
[−(/l + /k) +m]
(l + k)2 +m2
. (4.19)
resultando em (2.98)
iΠρ(k) =
g2
4pi2
[
1

(k2 + 2m2f ) + finita
]
. (4.20)
O proximo caso a analizar e´ o decaimento da part´ıcula escalar para outras duas
part´ıculas de Goldstone, que logo em seguida voltam a se juntar, fechando assim o loop.
Cada linha interna tem associado um momento, somado ao momento da outra linha in-
terna, com dois pontos de integrac¸o˜es e um fator 4 de simetrias:
k1
k + l
k2
l
= δ4(k − k′) λ
M2
∫
d4l
(2pi)4
lµ(l + k)µ
l2
lν(l + k)ν
(l + k)2
. (4.21)
Cortando as pernas externas (tirando as deltas), a ana´lise do ca´lculo e´ feita apenas em
relac¸a˜o a integral. Usando o processo de regularizac¸a˜o ja´ conhecido
Πpi =
λ
M2
∫ 1
0
dx
∫
d4q
(2pi)4
[(q − xk)µ(q + (1− x)k))µ]2
(q2 +D)2
, (4.22)
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com q = l + xk e D = x(1− x)k2. Definimos o numerador como N. Substiuimos q em N
N = (q2 −D)2 + (q · k)2(1− 2x)2 + 0(q, q3) (4.23)
Os termos ı´mpares de N na˜o contribuem para a integral, somente contribuem os termos de
ordem par.Para os provenientes do primeiro pareˆnteses de N, basta usar a fo´rmula (2.92)
diretamente. No entanto o u´ltimo termo necessita da equac¸a˜o (4.13), para a´ı sim usar a
fo´rmula (2.92). Enta˜o
Πpi =
λ
M2
∫ 1
0
dx
(4pi)2
(
−1

+
1
2
ln
D
µ2
)
Dk2(1− 2x)2
= − λ
M2
k4
(
−1

+
1
2
ln
D
µ2
)
1
30
=
λ
(4pi)2
1
30
(
1

− 1
2
ln
D
µ2
)
M2ρ
4
(4.24)
Esse resultado indica que na renormalizac¸a˜o da massa de ρ, esse diagrama tambe´m con-
tribui.
Segue agora o diagrama referente a` interac¸a˜o de ρ3,
Πρ =
k1
k + l
k2
l
= −9λ2M2ρ
∫
d4l
(2pi)4
1
l2 +M2ρ
1
(l + k)2 +M2ρ
(4.25)
com a mesma tecnica de regularizac¸a˜o, chega-se em
Πρ =
3λ
8pi2
[
1

− 1
2
∫ 1
0
dx ln
D
µ2
]
M2ρ . (4.26)
O contra termo deve ser definido a partir da soma de todas as contribuic¸o˜es dos propa-
gadores de 1-loop. Seja enta˜o o contratermo definido
Πct1loop(k
2) = −(Zρ − 1)k2 − (ZMρ − 1)M2 (4.27)
os fatores de renormalizac¸a˜o Z’s sera˜o
Zρ = 1− g
2
4pi2
(
1

+ finito
)
ZMρ = 1−
(
901
30
λ
16pi2
− g
2
4pi2
m2f
M2ρ
)(
1

+ finito
)
. (4.28)
O u´ltimo propagador a ser calculado e´ o fermionico. Dada uma part´ıcula fermionica
propagando-se sob a influeˆncia das interac¸o˜es
: H :=: gρσ¯σ : − : i
2
√
λ
4M2
(∂µpi)σ¯
α(γµγ5)αβσβ : .
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Ate´ a ordem S(2), aparecem dois tipos de diagramas. O primeiro derivado da interac¸a˜o
g2, o ca´lculo ja´ foi feito e seu resultado esta´ descrito na equac¸a˜o (2.102)
Σσ1loop(/p) = p1
l + p
p2
l
=
−g2
16pi2
{
1

(/p+ 2mf ) + finito
}
. (4.29)
O segundo diagrama vem de ordem λ. Nele um fe´rmion decai em um fe´rmion e uma
part´ıcula de Goldstone, e consecutivamente retorna para ele mesmo. Utilizando as regras
de Feynman,
ΣσΠ1loop = p1
l + p
p2
l
= − λ
8M2
∫
d4l
(2pi)2
(lµγ
µγ5)
αβ
l2
[−(/l + /p) +mf ]βσ(lµγµγ5)σγ
(l + p)2 +m2f
(4.30)
onde ignoramos as pernas externas,
N ≡ /lγ5[−(/l + /p)mf ]/lγ5
= −/l [(/l + /p)mf ]/l (4.31)
Usando que /p1/p2 = −/p2/p1 − 2(p1 · p2), temos
N = 2/l(p · l)− l2(/l + /p+mf ) (4.32)
Para o processo de regularizac¸a˜o, fazendo as devidas trocas de varia´veis
q ≡ l + xp
D ≡ x(1− x)p+mf (4.33)
o numerador fica
N˜ = (1− 2x)/qp · q + [(1− x)/p+mf ]q2 + [x(2− x− x2)/p+ x2m]p2 (4.34)
sendo N = N˜ + O(q, q3). Assim a integral depende desses treˆs termos. De maneira
separada, calcula-se os dois u´ltimos termos com o uso direto da fo´rmula (2.92). Para o
primeiro utiliza-se antes a fo´rmula (4.13), resultando em
ΣσΠ1loop =
g2
4pi2
(
32/p
6
− mf
6
+ finito
)
(4.35)
A renormalizac¸a˜o e´ dada pela definic¸a˜o
Σct1loop(/p) = −(Zψ − 1)/p− (Zm − 1)m. (4.36)
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Figura 4.2: Diagrama de decaimento ρσ¯σ ate´ ordem S(3).
Sendo os Z’s
Zψ = 1− 25g
2
16pi2
(
1

+ finito
)
Zm = 1− g
2
8pi2
4
3
(
1

+ finito
)
, (4.37)
Assim todos os propagadores esta˜o calculadas suas renormalizac¸a˜o. Com destaque para
o campo de Goldstone que na˜o necessita de renormalizac¸a˜o.
4.2.2 Ve´rtices
A figura 4.2 representa todos os processos de decaimento ρ → σ¯σ. A soma das con-
tribuic¸o˜es infinitas devem ser consideradas na renormalizac¸a˜o do paraˆmmetro g. Antes
de seguir com os calculos dos diagramas, e´ interessante a ana´lise de cada ordem de per-
tubac¸a˜o.
• Diagrama 1 e 2 contribuem respectivamente com g e g3;
• Diagrama 3 contribui com gMρλ 12 ;
• Diagrama 4 com λ2
M2ρ
;
• Diagrama 5 com gλ
M2ρ
.
Assim e´ de se pensar como que se pode somar coisas distintas. Na verdade, quando feitos
os calculos dos loops, devem aparecer outros termos que com o uso da relac¸a˜o mf = gv
fiquem sendo iguais.
4.2. REGULARIZAC¸A˜O E RENORMALIZAC¸A˜O 61
Para o diagrama (b) da figura 4.2, o resultado ja´ e´ conhecido, todos os fatores e
constantes sa˜o identicos ao 3-ve´rtice estudado no cap.2 representado na figura 2.6. O
diagrama (c) merece uma ana´lise rapida:
Vc ∼
∫
d4l
1
l2 +M2ρ
1
(l + k)2 +M2ρ
−(/l + /p1) +mf
(l + p1)2 +m2f
(4.38)
Com as devidas trocas de varia´veis e o uso da fo´rmula (2.106)
Vc ∼
∫
dF3
∫
d4q
O(q0)
(q2 +D)3
= finito. (4.39)
Enta˜o esse diagrama na˜o contribui para a renormalizac¸a˜o. O diagrama (e) da figura (4.2)
e escrito como
V2σ,pi = −g λ
2M2ρ
∫
ddl
(2pi)4
[−(/l + /p1) +m]
(l + p1)2 +m2f
(γµγ5)
[−(/l + /p2) +m]
(l + p2)2 +m2f
(γνγ5)
(lµlν)
l2
. (4.40)
Que pode se reescrito como
V2σ,pi = −g λ
2M2ρ
∫
dF3
∫
ddl
(2pi)d
N
(q2 +D)3
(4.41)
onde as novas variaveis sa˜o
q = l + x1p1 + x2p2
D = x1(1− x1)p1 + x2(1− x2)p2 + 2x1x2p1 · p2(x1 + x2)m2f (4.42)
portanto ao definir o numerador N, chega-se em
N = [(/l + /p1)−m](γµγ5)[(/l + /p2)−m](γνγ5)(lµlν)
= [(/l + /p1)−m](/l)[(/l + /p2) +m](/l)
= [/q + (1− x1)/p1 − x2/p2 −m](/q − x1/p1 + x2/p2)[/q + (1− x2)/p2 − x1 /p1 +m](/q − x1/p1x2/p2)
= [/q + /d1](/q + /d0)[/q + /d2](/q + /d0). (4.43)
Foram feitas algumas trocas de variaveis para auxiliar nas contas
/d0 = x1/p1 + x2/p2
/d1 = (1− x1)/p1 − x2/p2 −m
/d2 = (1− x2)/p2 − x1 /p1 +m. (4.44)
Com essas trocas e´ possivel descartar logo os termos de ordem O(q0, q, q3). Foi incluido
no descarte O(q0) pois sua contribuic¸a˜o e´ finita, logo na˜o serve para a renormalizac¸a˜o.
Com o uso de propriedades de matriz γ′s, N fica
N = q4 − q2(2d2 · d0 + 2d1 · d0 + d1 · d2) + (q · d0)2 − 2/d1/q(q · d2) (4.45)
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A integrac¸a˜o em q para os dois primeiros termos esta´ assegurada diretamente pela formula
2.92. Mas as outras duas necessitam ser escritas como uma derivada total
∂µ
qν
(q2 +D)2
=
ηµν
(q2 +D)2
− 4qµqν
(q2 +D)3
(4.46)
V2σ,pi = −g λ
2M2ρ
∫
dF3
∫
ddq
(2pi)d
q4 − q2(2d2 · d0 + 2d1 · d0 + d1 · d2)
(q2 +D)3
− g λ
2M2ρ
1
4
∫
dF3
∫
ddq
(2pi)d
d20 − 2/d1/d2
(q2 +D)2
(4.47)
Por fim, o resultado final fica
V2σ,pi = g
λ
2M2ρ
[
2

+ finito
]
m2f ∼ λ
3
2 (4.48)
Repare que isso implica em um diagrama proporcional a g3 tambe´m, como deveria ser.
Logo o ultimo passo para obter todos os contribuintes na renormalizac¸a˜o de λ e´ o diagrama
(d). Partindo do calculo da matriz S
S
(3)
fi ∼
∫
d4x〈0|b(p)rd(p′)r′ : ∂µ1pi(x)σ¯α1(x)(γµ1γ5)α1β1σ(x)β1 :
× : ∂µ2pi(y)σ¯α2(y)(γµ2γ5)α2β2σβ2(y) :: σ¯α3(z)σα3(z)ρ(z) : a†(k)|0〉
E´ iportante lembrar que a matriz S nessa ordem tambe´m gera outros tipos de diagramas,
que na˜o sa˜o os da figura (d). O operador a†(k) deve se relacionar com o campo ρ(z),
〈0|ρa†|0〉. Existe uma forma de agrupar os campos pi com contrac¸o˜es, caso contrario a
matriz S da´ zero. Para chegar em diagramas conectados e 1PI, um campo de variavel (z)
deve contrair com um (x) e o outro com (y). Assim sobram duas opc¸o˜es
〈0|b(p)rd(p′)r′ : σ¯α1(x)(γµ1γ5)α1β1σ(x)β1σ¯α2(y)(γµ2γ5)α2β2 σβ2(y)σ¯α3(z)σα3(z) : 0〉 (4.49)
Cada troca de posic¸a˜o dos campos gera um fator (-1), assim essa expressa˜o fica
−〈0|b(p)rd(p′)r′ : (γµ1γ5)α1β1σ(x)β1σ¯α2(y)(γµ2γ5)α2β2 : 0〉σβ2(y)σ¯α3(z)σα3(z)σ¯α1(x)(4.50)
De maneira analoga, o outro termo fica com sinal positivo apo´s fazer as contrac¸o˜es. Note
que o ordenamento normal esta´ aplicado no restante dos campos, assim na˜o ha´ troca
dos operadores de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o. Dito isso os dois termos sa˜o iguais e com sinais
contrarios. Portanto sua integral e´ zero. Ele na˜o contribui para a renormalizac¸a˜o do
paraˆmmetro λ.
Por fim, a renormalizac¸a˜o do ve´rtice tem como fator
Zg = 1 +
g2
8pi2
(
1

+ finito) (4.51)
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O modelo de simetria exata descrito no cap´ıtulo 3 tem um resultado novo para a
renormalizac¸a˜o do paraˆmetro g: como foi visto g na˜o necessita de uma renormalizac¸a˜o.
Apo´s a quebra, foi poss´ıvel impor condic¸o˜es sobre as partes finitas dos contra-termos. Logo
conclui-se que depois da quebra de simetria o novo modelo permanece renormalizado. O
fato e´ que a quebra de simetria, e consequentemente a criac¸a˜o de massa fermioˆnica, resulta
na relac¸a˜o
m2f
M2ρ
=
g2
λ
. (4.52)
Desta relac¸a˜o na˜o se tira valores exatos das massas envolvidas, nem mesmo dos paraˆmetros
pertubativos. O que se tem e´ que, dadas treˆs varia´veis renormalizadas, a quarta obe-
dece essa relac¸a˜o. Enta˜o mesmo que o ca´lculo mostre a renormalizac¸a˜o do ve´rtice com
paraˆmetro g, o ve´rtice a princ´ıpio poderia ser reescrito em termos dos outros fatores.
Mas isso levaria a` imposic¸a˜o de condic¸o˜es que relacionassem os parametros pertubativos
indepedentes. Isso e´ inverter a lo´gica construida: e´ a massa do fe´rmion que e´ escrita em
termos dos outros treˆs parametros.
4.3 Taxa de decaimento
O modelo de Yukawa-Higgs complexo com quebra de simetria permite que a part´ıcula
escalar ρ decaia em treˆs tipos de processo, para σ, ρ e pi. Como estudado na sec¸a˜o de taxa
de decaimento do cap.2 a probabilidade de transic¸a˜o considera todos os produtos finais
derivados de uma configurac¸a˜o inicial. Logo, a taxa de decaimento total tera´ contribuic¸a˜o
vinda desses treˆs processos. Comec¸ando pelo decaimento ρ→ ρρ
|A1|2 = M2ρλ (4.53)
Para ρ→ pipi
|A2|2 = λ
2
4M2ρ
(p1 · p2) (4.54)
Para ρ→ σ¯σ
|A3|2 = g
2
4
s (4.55)
Foi usado que mf = gv, M
2
ρ = 4M
2, e o referencial do centro de massa nessa u´ltima
amplitude. A taxa de decaimento fica
Γ =
 g2
64pi
Mρ
√
1− 4m
2
f
Mρ
+
λ
64pi
Mρ
√
1− 4M
2
ρ
s2
+
λ2
32pi
Mρ
 (4.56)
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4.4 QES em Yukawa-Higgs renormalizada
Assim como no modelo real, deve existir uma condic¸a˜o imposta sobre as constantes arbi-
trarias que possibilite a preservac¸a˜o da renormalizac¸a˜o apo´s a quebra de simetria.
O modelo deixa de ser complexo e passa a ser real, e a lagrangeana renormalizada fica
Lr = iZψσ¯ /∂σ − gσ¯σρ(x)−mf ψ¯ψ − 1
2
Zφ∂
µρ∂µρ+
1
2
(ZM − 3Zλ)M2ρρ2
+
1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρρ−
1
4
Zλ(3λµ˜
)
1
2Mρρ
3 − 1
24
Zλλµ˜
ρ4
+ Zψ
i
v
σ¯γ5/∂σ − Zφ
(
1 +
ρ
v
)2
∂µpi∂
µpi. (4.57)
Assegura-se que e´ poss´ıvel ter 〈|ρS(1)|〉 = 0, justamente os mesmo diagramas expresso nas
figuras 2.10 e 2.11. Novamente as ordens a serem consideradas sa˜o O(λ, g
4
λ
), devido os
diagramas de 1-loop na˜o irem alem disso. O argumento de que so´ a parte de ordem λ0 de
Zλ deve contribuir se mantem, e Zg = 1. E a relac¸a˜o das constantes fica
KB − 2kC + 1 = ln
(
µ2
M2
)
− ln
(
µ2
m˜2
)
g4
λ2
. (4.58)
Cap´ıtulo 5
Conclusa˜o
A explicac¸a˜o para a origem das massas e´ um dos maiores desafios da f´ısica quaˆntica
moderna. Uma abordagem bem simples e eficiente deste problema e´ dada pelo mecanismo
de Higgs e, relacionado a ele, pelo conceito de quebra espontaˆnea de simetrias [6],[1].
O resultado principal da aplicac¸a˜o deste mecanismo consiste na realizac¸a˜o de todas as
massas dos fe´rmions e bo´sons de calibre do Modelo Padra˜o em termos de propriedades do
“campo escalar de Higgs”: sua massa, as constantes de acoplamento fundamentais e da
interac¸a˜o de Yukawa, e os paraˆmetros do potencial. A hipo´tese principal e´ de que, quando
as energias sa˜o altas, as TQCs consideradas possuem uma fase sime´trica sem va´cuos
degenerados, sem fe´rmions massivos e com um termo de massa do bo´son de Higgs com
M2 > 0. Os resultados na˜o-perturbativos, principalmente de simulac¸o˜es nume´ricas em
modelos realizados na “rede” (‘lattice gauge theories’) [8],[12], oferecem fortes indicac¸o˜es
de que existe um ponto cr´ıtico (ou uma linha cr´ıtica) no espac¸o dos paraˆmetros g-λ em
que M2 primeiro se anula depois troca de sinal. Como resultado, o potencial efetivo do
campo de Higgs assume a forma de um “chape´u mexicano”, e o mo´dulo do campo de
Higgs passa a ter um valor esperado diferente de zero, fazendo com que os fe´rmions se
tornem massivos. Essa fase de baixas energias possui todas as caracter´ısticas de uma fase
de simetria quiral quebrada, conhecida como ‘fase de Higgs’.
Esta dissertac¸a˜o investigou certos problemas ligados a` renormalizac¸a˜o e a`s proprieda-
des das amplitudes de espalhamento nos modelos de Yukawa-Higgs com um campo escalar
complexo nas fases de alta e baixa energias. Nosso principal objetivo era investigar os
efeitos da quebra de simetria quiral cont´ınua, e das condic¸o˜es espec´ıficas para a renorma-
lizac¸a˜o dos campos e das constantes de acoplamento na fase sime´trica e na fase de Higgs.
Podemos destacar dois resultados que foram obtidos:
i A na˜o-renormalizac¸a˜o da constante de acoplamento de Yukawa g na fase sime´trica;
ii Essa mesma constante g, na fase de Higgs (em que a simetria e´ quebrada), ganha
uma renormalizac¸a˜o a n´ıvel de 1-loop.
Uma explicac¸a˜o para esses resultados esta´ na observac¸a˜o de que os campos relevantes para
a descric¸a˜o da fase de Higgs teˆm propriedades bem diferentes dos campos relevantes na
fase sime´trica. Por exemplo, temos que considerar os efeitos dos campos de Goldstone,
e de sua interac¸a˜o com os outros campos. Um outro argumento e´ que a realizac¸a˜o da
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quebra espontaˆnea de simetria nesse caso inclui novos termos de interac¸a˜o e um novo
paraˆmetro v0 = 2M/
√
λ, que e´ na˜o-anal´ıtico em λ. Devemos mencionar que a presenc¸a
de mudanc¸as significativas que encontramos ao comparar as amplitudes de espalhamento
e taxas de decaimento das part´ıculas em altas e em baixas energias nos levou a confirmar
a diferenc¸a entre ambas as fases.
Os problemas abordados nesta dissertac¸a˜o fazem parte de um projeto de longo prazo
sobre a investigac¸a˜o perturbativa e na˜o-perturbativa de propriedades do regime infra-
vermelho (IR) dos modelos de Yukawa-Higgs. A t´ıtulo de conclusa˜o, passamos agora a
descrever brevemente alguns dos assuntos que podem servir como continuac¸a˜o e aprofun-
damento do que fizemos aqui.
Ha´ problemas de divergeˆncia IR nas amplitudes de espalhamento envolvendo part´ıculas
de Goldstone nas linhas externas e internas, contribuindo para diagramas de um ou mais
loops [9]. Esses problemas talvez possam ser resolvidos ao se considerar uma classe de
estados assinto´ticos coerentes, similares a`s “nuvens de fo´tons” de Fadeev-Kulish da ele-
trodinaˆmica quaˆntica. Evideˆncias de que isso pode realmente ser feito esta˜o intrinse-
camente ligadas a uma certa simetria residual de translac¸a˜o presente na fase de Higgs:
pi 7→ p˜i + constante. Espera-se que as identidades de Ward dessa simetria levem a con-
sequeˆncias como a fatorizac¸a˜o e o cancelamento das singularidades infravermelhas nas
func¸o˜es de correlac¸a˜o e nas amplitudes de espalhamento[9],[4].
A quebra espontaˆnea da simetria quiral na˜o e´ a u´nica possibilidade para a introduc¸a˜o
de massas para os fe´rmions via mecanismo de Higgs. Uma segunda opc¸a˜o e´ partir de uma
versa˜o conforme do modelo de Yukawa-Higgs, envolvendo agora um campo escalar conhe-
cido como ‘dilaton’, que permite a realizac¸a˜o de uma quebra espontaˆnea da simetria de
dilatac¸a˜o [13],[19]. O valor esperado do dilaton, junto com as constantes de acoplamento
de Yukawa, fornecem o valor esperado da massa dos fe´rmions.
Uma terceira etapa desse projeto de longo prazo mira os estudos das propriedades
conformes dos modelos de Yukawa-Higgs. Os problemas de pesquisa envolvem a que-
bra dinaˆmica das simetrias conformes, incluindo um termo de massa para os campos
escalares e os ca´lculos das perturbac¸o˜es ao redor das soluc¸o˜es conformes (na˜o-livres e
na˜o-perturbativas) [18],[20], considerando esse termo de massa como uma perturbac¸a˜o da
teoria conforme. Essa seria uma extensa˜o da pesquisa realizada nesta dissertac¸a˜o. Subs-
tituir a quebra espontaˆnea de simetria quiral pela quebra dinaˆmica da simetria conforme
providenciaria uma descric¸a˜o na˜o-perturbativa (nos acoplamentos g e λ) dos efeitos de
transic¸a˜o entre as fases de baixas e altas energias ao redor de um ponto conforme com
M2 = 0. Nesse caso, a meta principal para a continuac¸a˜o do projeto que acabamos de
realizar aqui seria uma comparac¸a˜o dos resultados da teoria perturbativa padra˜o — i.e.
ao redor das soluc¸o˜es quaˆnticas correspondentes aos campos livres — com os resultados
para as mesmas TQCs de Yukawa-Higgs realizadas na forma equivalente de uma teoria
conforme perturbada.
Apeˆndice A
Regras de Feynmam
As regras de Feynman apresentadas neste apeˆndice podem ser encontradas na refereˆncias
[1] e [3].
1. Para cada part´ıcula fermioˆnica entrando, desenhamos uma linha cont´ınua com uma
seta orientada. A essa linha associa-se o 4-momento pi e o spinor u
α
s (pi).
pi
(A.1)
2. Para cada part´ıcula fermioˆnica saindo, desenhamos uma linha cont´ınua com uma seta
orientada. A essa linha associa-se o 4-momento p′i e o spinor u¯
α′
s′ (p
′
i).
p′i
(A.2)
3. Para cada anti-part´ıcula fermioˆnica entrando, desenhamos uma linha cont´ınua com
uma seta orientada. A essa linha associa-se o 4-momento −pi e o spinor v¯αs (pi).
−pi
(A.3)
4. Para cada anti-part´ıcula fermioˆnica saindo, desenhamos uma linha cont´ınua com uma
seta orientada. A essa linha associa-se o 4-momento −p′i e o spinor vα′s′ (p′i).
−p′i
(A.4)
5. Para cada part´ıcula escalar entrando, desenhamos uma linha pontilhada com uma seta
orientada. A essa linha associa-se o 4-momento ki
ki
(A.5)
6. Para cada part´ıcula escalar saindo, desenhamos uma linha pontilhada com uma seta
orientada. A essa linha associa-se o 4-momento k′i
k′i
(A.6)
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7. Para cada ordem de interac¸a˜o de Yukawa gψ¯ψφ, desenhamos um ponto (ve´rtice). Onde
dele deve sair treˆs linha de campos. Dois fermioˆnicos e um escalar.
p1
p2
k
(A.7)
8. Para cada ordem de interac¸a˜o λφ4, desenhamos um ponto (ve´rtice). Onde dele deve
sair quatro linhas de campo. As 4 escalares.
k1
k2
k3
k4
(A.8)
9. Para cada ve´rtice, deve existir conservac¸a˜o dos momentos (o momento que entra deve
tambe´m sair).
10. Para cada linha interna escalar, temos que inserir no ca´lculo do diagrama o termo:
−i/(k2 +M2 − i).
11. Para cada linha interna fermioˆnica, temos que inserir no ca´lculo do diagrama o termo:
−i(−/pαβ +m)/(p2 +m2 − i).
12. Para cada ve´rtice de interac¸a˜o escalar acrescentar iλ.
13. Para cada ve´rtice de interac¸a˜o Yukawa acrescentar ig.
14. Existe uma classe de diagramas do tipo loop. Para esses diagramas, acrescentamos
uma integral associada ao momento interno
∫
d4l
(2pi)4
.
Alguns diagramas representam descontinuidade. A esses chamamos de diagramas desco-
nexos, como e´ o caso a baixo
l
k1 (A.9)
Note que temos um propagador livre (a direita com momento k1) e um diagrama de loop
em torno do pro´prio ponto de interac¸a˜o sem linhas externas. Esse loop e´ classificado como
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um diagrama de va´cuo. Outro exemplo de diagrama de va´cuo de ordem S(2) e´
(A.10)
obtido no ca´lculo de 〈0|S(2)|0 >= ∫ d4xd4y〈0|ψ¯(x)ψ(x)φ(x)ψ¯(y)ψ(y)φ(y)|0〉.
Apeˆndice B
Campo fermionico
Este apeˆndice tem com objetivo demonstrar algumas das quantidades estudadas para
campo escalar no Cap.2, agora para os campos fermioˆnicos. Como os opredadores dos
campos escalares e fermioˆnicos comutam, a construc¸a˜o da teoria anda de maneira idepen-
dente. Os propagadores, a regra de Dyson e a matriz de interac¸o˜es precisam ser revistos,
uma vez que foram desenvolvidos para os escalares [1].
B.1 Propagador
Considere a densidade de lagrangiana livre
L = ψ¯α (iγµ∂µ −m)ψα. (B.1)
Tendo como base a sec¸a˜o 2.2, o propagador livre de Feynman e´
SF (x− y) = 〈0|T (ψα(x)ψ¯β)(y)|0〉
T (ψα(x)ψ¯β)(y)) =
{
ψα(x)ψ¯β(y), se x0 < y0
−ψ¯β(y)ψα(x), se x0 > y0 (B.2)
onde o operador de ordenamento temporal T atuando no primero caso representa a pro-
pagac¸a˜o de uma part´ıcula no tempo x0 → y0, e no segundo caso representa a propagac¸a˜o
de sua anti-part´ıcula indo de y0 → x0. Portanto o propagador completo pode ser escrito
com o aux´ılio da func¸a˜o degrau:
〈0|T (ψα(x)ψ¯β)(y))|0〉 = Θ(x0 − y0)〈0|ψα(x)ψ¯β(y)|0〉 −Θ(y0 − x0)〈0|ψ¯β(y)ψα(x)|0〉.
Com o uso das equac¸o˜es (2.5), (2.8), tem-se:
〈0|T (ψα(x)ψ¯β)(y))|0〉 = Θ(x0 − y0)
∫
d3p
2ωp
uαs (p)u¯
β
s (p)e
ip(x−y)
− Θ(y0 − x0)
∫
d3p
2ωp
vαs (p)v¯
β
s (p)e
−ip(x−y).
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Por fim, conhecendo as propriedades de uαs (p) e v
α
s (p),a forma final do propagador se da´
por
〈0|T (ψα(x)ψ¯β)(y))|0〉 =
∫
d3p
2ωp
[
Θ(x0 − y0)(−/p+m)αβeip(x−y) −Θ(y0 − x0)(−/p−m)αβe−ip(x−y)
]
=
∫
d4p
(2pi)4
(−/p+m)αβ
p2 +m2 − i . (B.3)
Este resultado e´ obtido usando os mesmo argumentos de contorno da sec¸a˜o (2.2).
B.2 Matriz S e LSZ
Um dos ingredientes importantes na teoria de pertubac¸a˜o sa˜o os campos (e os estados)
ass´ıntoticametne livres, junto com o operador de evoluc¸a˜o (e a matriz S ligada a ele). A
sua forma expl´ıcita em termos da hamiltoniana de interac¸a˜o foi estabelecida no cap[itulo
2. O me´todo LSZ e a forma do LSZ, peovidenciam uma reconstruc¸a˜o das func¸o˜es de
correlac¸a˜o dos campos em termos das amplitudes de transic¸a˜o 〈i|S|f〉 e vice-versa. Seja
a amplitude de espalhamento
〈f |i〉 = 〈p′1, r′; p′2, s′; out|b†r(p1)in|p2, s; in〉. (B.4)
Da equac¸a˜o (2.5), o operador b† pode ser escrito da seguinte forma
b†r(p) =
∫
d3xψ¯α(x)γ
0uαr (p)e
ipx. (B.5)
Entende-se b†r(p)in = limp→−∞ b
†
r(p). Usando a equac¸a˜o (2.45), ja´ na notac¸a˜o in/out
b†r(p1)in = b
†
r(p1)out −
∫
d4x∂0
(
ψ¯α(x)γ
0uαr (p1)e
ipx
)
, (B.6)
a contribuic¸a˜o do operador de criac¸a˜o out e´ nula, pois ao atuar em 〈0|b†r(p1)out = 0. Logo
b†r(p1)in = −
∫
d4x
[
∂0(ψ¯α(x))γ
0uαr (p1)e
ipx + ψ¯α(x)γ
0uαr (p1)∂0(e
ipx)
]
= −
∫
d4x
[
∂0(ψ¯α(x))γ
0uαr (p1)e
ipx + ψ¯α(x)u
α
r (p1)(−γi∂i − im)eipx
]
,
onde foi usado que γ0∂0e
ipx = (−iγipi − im)eipx = (−γi∂i − im)eipx. Sabendo que∫
d4xγi∂i(ψ¯α(x)u
α
r (p1)e
ipx) = 0 (B.7)
e´ um termo de superf´ıcie, chega-se em
b†r(p1)in = −
∫
d4x
[
∂0(ψ¯α(x))γ
0 + ∂iψ¯α(x)iγ
i − imψ¯α(x))
]
uαr (p1)e
ipx
= −
∫
d4xψ¯α(x)
[
γ0
←−
∂0 + γ
i←−∂i − im
]
uαr (p1)e
ipx
= i
∫
d4xψ¯α(x)
(
i
←−
/∂ +m
)
uαr (p1)e
ipx. (B.8)
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Este mesmo ca´lculo foi feito para os outros operadores, os quais apresentam a forma final
br(p1)out = i
∫
d4xu¯αr (p1)e
−ipx (−i/∂ +m)ψα(x)
d†r(p1)in = −i
∫
d4xv¯αr (p1)e
ipx
(−i/∂ +m)ψα(x)
dr(p1)out = −i
∫
d4xψ¯α(x)
(
i
←−
/∂ +m
)
vαr (p1)e
−ipx. (B.9)
Ao abrir todos os termos da equac¸a˜o (B.4) e´ poss´ıvel obter a fo´rmula LSZ
〈f |i〉 = 〈0; out|bs′(p′2)outbr′(p′1)outb†s(p2)inb†r(p1)in|0; in〉
= i4
∫
d4x1d
4x2d
4x′1d
4x′2u¯
α′
r (p1)u¯
β′
r (p1)e
ipxeipx
× (−i/∂(1′) +m) (−i/∂(2′) +m) 〈0|T (ψα′(x′1)ψβ′(x′2)ψ¯α(x1)ψ¯β(x2))|0〉
×
(
i
←−
/∂(1) +m
)(
i
←−
/∂(2) +m
)
uαr (p1)u
β
s (p2)e
ip1x1eip2x2 . (B.10)
Na˜o e´ pra´tico generalizar essa fo´rmula, pois para cada caso a quantidade de operadores
criac¸a˜o e aniquilac¸ao de part´ıculas e anti-part´ıculas mudam. Basta ver que no caso estu-
dado foi imposto quais seriam as part´ıculas in e out. Um formato mais geral da equac¸a˜o
(B.4), pode ser
〈f |i〉 = 〈0; out|ds′(p′2)outbr′(p′1)outd†s(p2)inb†r(p1)in|0; in〉
〈f |i〉 = 〈0; out|ds′(p′2)outdr′(p′1)outd†s(p2)ind†r(p1)in|0; in〉.
Isso depende apenas da quantidade de combinac¸o˜es que se pode fazer, desde que as con-
servac¸o˜es sejam preservadas. Esta generalizac¸a˜o para mais part´ıculas se torna cada vez
mais desnecessa´ria. Para essa teoria a func¸a˜o de Green e´ similar a da teoria escalar
G(x1, x2, x
′
1, x
′
2) = 〈0|T (ψα′(x′1)ψβ′(x′2)ψ¯α(x1)ψ¯β(x2))|0〉
=
1
〈0|S|0〉〈0|T (ψα′(x
′
1)inψβ′(x
′
2)inψ¯α(x1)inψ¯β(x2)inS)|0〉. (B.11)
Apeˆndice C
Outros exemplos de quebra de
simetria
No cap. 2 e cap.4, foram investigada para o modelo de Yukawa-higgs e Yukawa-higgs
complexo, a quebra espontaˆnea de simetria. Neste apeˆndice sera´ investigado um pouco
dos modelos escalares, real e complexo. Modelos esses que devem ser, respectivamente,
recuperados ao fazer a constrante de acoplamento g tender a zero.
C.1 QES das Simetrias do Campo Escalar real com
Potencial de Higgs
Dada a lagrangeana escalar [1]
L = −∂µφ(x)∂µφ(x)− M
2
2
φ2(x)− λ
24
φ4(x), (C.1)
existe a simetria em φ(x) → −φ(x). Essa simetria esta´ ligada aos dois estados de
va´cuos interagentes. Para campos livres 〈0|φin|0〉 = 0. Mas para campos interagentes
〈|φ|〉 =costante. Escolhe-se uma translac¸a˜o do campo
φ(x) = ρ(x) + v (C.2)
onde v e´ uma constante que representa a energia mı´nima positiva. Desta forma, determina-
se um va´cuo para trabalhar e quebrar a simetria. Ao fazer esta troca na lagrangeana,
tem-se
L = −∂µ[ρ(x) + v]∂µ[ρ(x) + v]− M
2
2
[ρ(x) + v]2(x)− λ
24
[ρ(x) + v]4(x)
= −∂µρ(x)∂µρ(x)− M
2
2
[ρ2(x) + 2vρ(x) + v2]− λ
24
[ρ2(x) + 2vρ(x) + v2]2(x)
= −∂µρ(x)∂µρ(x)− λ
6
v2ρ2(x)− λ
6
v2ρ3 − λ
24
ρ4(x). (C.3)
Esta nova lagrangeana na˜o se mante´m invariante sob transformac¸a˜o de paridade do novo
campo ρ(x) → −ρ(x). Os termos ρ3 e ρ sa˜o os responsa´veis de na˜o se manter esta
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invariaˆncia. Essas novas interac¸o˜es resultara˜o em novos diagramas, que por sua vez,
contribuem para o ca´lculo da renormalizac¸a˜o. Mas, uma vez feita a renormalizac¸a˜o da
lagrangeana, sera´ mostrado que na˜o e´ preciso renormaliza-la novamente apo´s a quebra
espontaˆnea de simetria.
Dada a lagrangeana escalar renormalizada
L = −Zφ∂µφ(x)∂µφ(x)− ZMM
2
2
φ2(x)− Zλ λ
24
φ4(x), (C.4)
com M2 < 0. Vale lembrar que neste modelo basta fazer m→ 0 e g → 0 nos Z’s. Fazendo
a translac¸a˜o φ(x) = ρ(x) + v, resultando
L = −Zφ1
2
∂µ[ρ(x) + v]∂
µ[ρ(x) + v] + ZM
|M |2
2
[ρ(x) + v]2(x)− Zλ λ
24
µ˜[ρ(x) + v]4(x)
= −1
2
Zφ∂
µρ∂µρ+
1
4
(ZM − 3Zλ)M2ρρ2 +
1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρρ
− 1
6
Zλ(3λµ˜
)
1
2Mρρ
3 − 1
24
Zλλµ˜
ρ4. (C.5)
Para esse novo campo ρ deseja-se que 〈0|ρ(x)S|0〉 = 0, de forma que o valor mı´nimo da
energia seja zero. Na quebra de simetria aparecem interac¸o˜es do tipo ρ e ρ3. O ca´lculo
sera´ feito para S1 e sera´ mostrado que os termos constantes arbitra´rios se arranjam de
forma a surgir uma condic¸a˜o para sejam zeros. Para que a seguinte expressa˜o seja zero
〈0|ρ(x)S|0〉 ≈ 1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρ
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉
+
1
6
Zλ(3λµ˜
)
1
2Mρ
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)ρ(y)ρ(y)|0〉+ ...
≈
[
1
2
(ZM − Zλ)
(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρ +
1
6
Zλ(3λµ˜
)
1
2Mρ∆˜(0)
]
.
∫
d4y〈0|ρ(x)ρ(y)|0〉+ ..., (C.6)
basta o que estiver entre os colchetes ser zero. Enta˜o
[...] =
1
2
λ
16pi2
(
KB − 3kC + 2

)(
3
λµ˜
) 1
2
M3ρ
− 1
2
Zλ
(
3λ
µ˜
) 1
2 1
16pi2
[
2

+ 1 + ln
(
µ2
M2
)]
M3ρ
=
1
2
(
3
λµ˜
) 1
2 λ
16pi2
[
KB − 3kC + 1 + ln
(
µ2
M2
)]
M3ρ (C.7)
onde os termos kB e kc sa˜o respectivamente os termos arbitra´rios no lugar das constates
definidas de Zλ e ZM . Assim temos a condic¸a˜o necessa´ria para 〈0|ρS|0〉 = 0
KB − 3kC + 1 = ln
(
µ2
M2
)
. (C.8)
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C.2 Quebra em escalar complexo
Agora considere o caso de simetrias cont´ınuas no modelo escalar
L = −∂µφ∗(x)∂µφ(x)−M2φ∗(x)φ(x)− λ
4
[φ∗(x)φ(x)]2. (C.9)
Fazendo a transformac¸a˜o dos campos como segue
φ(x) → eiqφ(x), (C.10)
torna-se a lagrangeana invariante.O potencial efetivo descrito como
V(φ) = −M2φ∗(x)φ(x) + λ
4
[φ∗(x)φ(x)]2, (C.11)
para M2 < 0. A energia mı´nima e´ definida em V(φ) = 0, assim
φ(x) =
1
2
ve−iθ, (C.12)
sendo θ uma fase e v =
(
4M2
λ
) 1
2
. Desta forma ha´ uma possibilidade infinita de va´cuos. An-
teriormente no caso discreto (cap´ıtulo 2) esta´ detalhado o ca´lculo para simetria discreta.
O gra´fico representa dois va´cuos. Para o caso cont´ınuo, que esta´ sendo tratado no mo-
mento, basta girar ao redor do eixo y, na figura 2.9, sera´ obtido um “chape´u mexicando”.
O valor esperado do campo no estado de va´cuo |θ〉 e´
〈θ|φ(x)|θ〉 = 1
2
ve−iθ (C.13)
〈θ|θ′〉 = 0. (C.14)
Parametrizando o campo dessa forma
φ(x) =
1
2
(v + ρ(x))e−i
pi(x)
v , (C.15)
onde ρ e pi sa˜o novos campos reais, a lagrangeana fica
L = −1
2
∂µρ∂µρ− 1
2
(
1− ρ
v
)2
∂µpi∂µpi − 1
2
mρ2 − m
4
λ
1
2ρ3 − λ
16
ρ4. (C.16)
Nesse caso aparece um campo pi sem massa que e´ conhecido como campo de Goldstone.
Apesar de ρ e ρ3 na˜o apresentar simetrias de paridade, ainda resta uma simetria residual
em pi → pi + constante.
Apeˆndice D
Outros Diagramas do modelo de
Yukawa Complexo
O conjunto de todos os diagramas de 1-loop no modelo Yukawa-Higgs e´ extenso. Pore´m os
diagramas considerados no cap´ıtulo 4 sa˜o suficientes para demonstrac¸a˜o de renormalizabi-
lidade do modelo de Yukawa-Higgs com simetria quiral cont´ınua quebrada. Os paraˆmetros
de renormalizac¸a˜o Z’s para as massas dos campos escalares e fermioˆnicos foram calculados
no cap´ıtulo 4, como tambe´m para os pro´prios campos. O novo campo que aparece com
a quebra, chamado de campo de Goldstone, na˜o leva a` divergeˆncias ultravioletas e na˜o
necessita de renormalizac¸a˜o devido a simetria de pi = p˜i + constante.
A regularizac¸a˜o dimensional, o qual e´ o me´todo usado para separar a parte infinita
da finita dos diagramas, constitu´ıa em resolver as integrais que surgiam associadas aos
diagramas de loops. Assim as pernas externas na˜o participam do ca´lculo. Usando agora
um artif´ıcio de comparac¸a˜o nos diagrams da figura D.1 e´ poss´ıvel ter os resultados de (b)
e (c). Para (b), utilizando a parte da equac¸a˜o (4.24) que demonstra o resultado de (a)
sem os paraˆmetros pertubativos. Fazendo a troca de δ4(k1 − k2) → δ4(k1 + k2 − k3) e
3!3!
M2ρλ
4
→ 3!4!Mρλ
3
2
32
, obte´m-se
V
(3)
(b) =
9
4
λ
3
2
8pi2
[
1

− 1
2
∫ 1
0
dx ln
D
µ2
]
Mρ. (D.1)
Para (c), e´ feita a troca δ4(k1 − k2) → δ4(k1 + k2 − k3 − k4) e 3!3!M
2
ρλ
4
→ 4!4! λ2
162
, conse-
quentemente
V
(4)
(c) =
3
16
λ2
8pi2
[
1

− 1
2
∫ 1
0
dx ln
D
µ2
]
. (D.2)
A mesma ana´lise e´ va´lida para a figura D.2.
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Figura D.1: Diagramas de 1-loop escalar: (a) duas pernas; (b) treˆs pernas; (c) quatro
pernas.
Figura D.2: Diagramas com 1-loop pi interno.
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